5. ANALIZA 1 SINTEZA LOGICKIH FUNKCIJA

TEORIJA:

AKSIOME I TEOREME BULOVE ALGEBRE

Neka je dat skup S = {x, y, 2, ...} koji sadrzi najmanje dva razli¢ita elementa, i neka su na ovom
skupu definisana dva binarna operanda sa oznakom + (logicko sabiranje, ILI) i + (logicko
mnozenje, I), 1 jedan unarni operand - (negacija, NE). Bulova algebra sadrzi dva specijalna
elementa 0 i 1, takva da sve promenljive X, y, Z, ... uzimaju vrednost iz skupa {0, 1}. Da bi ovaj
skup S, 1 operacije + 1+ sacinjavali Bulovu algebru, neophodno je da budu zadovoljene aksiome
Hantingtona:

A-1 : Binarne operacije + i * su komutativne na skupu S, 1 medusobno su distributivne tako da za
svako X, y, z, koji pripadaju skupu S, vazi:
Xty=y+x X-y=y-X
x-(ytz)=x-y+tx-z x+(y-z)=(x+y)(x+2).
A-2 : Binarne operacije + i * na skupu S poseduju neutralne elemente 1 1 0, tako da za svako x
koje pripada skupu S, postoje elementi 1 1 0, koji takode pripadaju skupu S, tako da je:
x+0=0+x=x x-1=1-x=x.
A-3 : Na skupu S, za svako x koje pripada skupu S, postoji jedinstven inverzni element X, koji
takode pripada skupu S, takav da je :

x+x=1 x-X=0.

T-1 Teorema idempotentnosti: X+ X=X
X-X = X.

T-2 Teorema o nultim elementima: x+1=1
x-0=0.

T-3 Teorema o involuciji: @ =X

T-4 Teorema o apsorpciji: X+X-y=x
X-(Xty)=x

T-5 Teorema o asocijativnosti: x+(ytz)=x+ty)t+z

T-6 De-Morganovi zakoni: xt+y)=X-y
(x-y)=xX+y.

Napomena: De-Morganovi zakoni nam kazuju da se slozeni logicki iskazi negiraju tako Sto se
negira svaki iskaz ponaosob, ali se negira i operacija.

OSNOVNE LOGICKE OPERACIJE NAD BINARNIM CIFRAMA

Digitalna kola su projektovana tako da implementiraju principe binarne aritmetike, Bulove
algebre 1 bivalentne logike. Naime, ova kola se mogu naéi u jednom od dva stabilna stanja, tako
da se na njihovom izlazu javlja ili visok naponski signal (1) ili nizak (0). Logicka kola koriste
binarne cifre 0 1 1 za predstavljanje istinitosnih vrednosti netacan i tacan. UobiCajeno je da se
vrednost tatan kodira kao binarna jedinica, a neta¢an kao binarna nula. Postoje dve vrste logickih
operacija, zavisno od broja operanada koje u njima ucestvuju, i to su:

e unarne, logicke operacije nad jednim operandom (negacija),
e binarne, logicke operacije nad dva operanda (sve druge operacije).
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Negacija (NOT)

Najprostija logi¢ka operacija koja se obavlja nad jednom operandom zove se negacija ili NE
operacija (inverzija ili komplementiranje). Negacija uzima vrednost tacan (1), 1 konvertuje je
u vrednost netacan (0) i obrnuto. Na slici 1. je pokazana tabela negacije. X je ulazna veli¢ina
(operand), a Z je izlazna veli¢ina (rezultat).

Slika 1. Tabela istinitosnih vrednosti negacije

ILI operacija (OR)

Ova operacija se vrsi nad dve ili viSe ulaznih vrednosti, a naziva se jos i1 logicko sabiranje,
disjunkcija. Da bi rezultat operacije imao vrednost 1 (tacan) mora bar jedna ulazna veli¢ina
imati vrednost 1 (tacan). Na slici 2. je prikazana tablica istinitosti za ILI operaciju nad dve
ulazne vrednosti X 1 Y, kao 1 tablica istinitosti za n ulaznih vrednosti Xj,..., X,. UoCavamo
da kombinacije X=1, Y=01 X=0, Y=I nisu iste, ali je rezultat operacije isti, tj. Z=1. Rezultat
Z=1 dobija se kada su jedna ili viSe ulaznih vrednosti jednovremeno jednake 1.

X |Y |Z X Xp .. Xpa Xu |Z
0 |0 [0 0 10 0 0 10
0 |1 |1 0 0 0 1 1
1 |0 |1 0 |0 1 0 |1
1 (1 ]1 0 0 1 1 1
. 7Z=X;+X,+..+X,
1 1 1 0 |1
1 1 1 1
7=X+Y

Slika 2. Tabela istinitosti logicke operacije ILI
Operacija 1 (AND)
Rezultat ove operacije je istinit (1), samo ako su sve ulazne vrednosti takode istinite. Drugim
re¢ima, rezultat operacije I (AND) je jednak nuli, ako je bar jedna ulazna vrednost jednaka
nuli. Operacija I se jo§ naziva logicko mnoZenje ili konjunkcija. Tabela istinitosti za dve
vrednosti X 1 Y, 1 za niz n ulaznih vrednosti X;,...X, data je na slici 3. Logicko mnoZenje
daje rezultat tatan samo ako ni jedan ulazni signal nije jednak nuli, tj. da bi rezultat bio Z=1,

moraju svi ulazni signali istovremeno biti jednaki jedinici: X =Y=1tj. X; =X, = ... = X, =1.

X |Y |Z X1 | Xo| oo | Xpa [ Xn |Z
0 |0 |0 0 [0 0 0 0
0 [1 |0 0 [0 0 1 0
1 |10 |0 0 [0 1 0 0
1 |1 |1 0 [0 1 1 0

Sl .0 z=X,-X,--X,
1 (1 |[..]0 1 0
I |. |1 0 0
I |...]1 1 1

7=XY

Slika 3. Tabela istinitosti logicke operacije |



Ekskluzivno ILI (XOR)
Ova operacija se naziva jos 1 isklju¢ivo ILI, a daje istinit rezultat (tacan, 1), ako je jedna i samo
jedna od ulaznih veli¢ina istinita. Tabela istinitosti operacije ekskluzivno ILI data je na slici 4.
Ako pazljivije pogledamo rezultat ove operacije, uocic¢emo da on odgovara zbiru binarnih cifara
(ne uzimajuci u obzir prenos), pa se zato ova operacija naziva i sabiranje po modulu dva.

Z=X@Yy

X [y [z
0 0 [0
0 |1 |1
I 0|1
I 110

Slika 4. Tablica istinitosti ekskluzivnog ILI (XOR)

Elementarna logic¢ka kola

Osnovne logicke operacije su: NE, ILI, I i ekskluzivno ILI. Ove operacije, da bi generisale
rezultat, slede pravila matematicke logike sa samo dve vrednosti: tacan i netacan (1 1 0).
Elektronske komponente koje izvrSavaju logi¢ke operacije, izraze i funkcije nazivaju se logicka
kola. Standardni simboli ovih kola dati su na slici 5.

Slika 6. Realizacija operacije I pomocu operacija NE 1 ILI

KO”O n NN HE HI HUN EKCNY3. KomMmnapaTtop
Nnn
AT A A A A A _ |
IEC Bf&ix BiZl*X A 1 X B,&FX BfZIFX Bi:l*X . X
oN | D~ D | D D | D B B
AMEPUYKM. :D— —>— ZD— 1 ‘:)D_ o
OYHKUMIA | X =AB | X=A+B X=A X =AB X=A+B | X=AB+ABX - AB+AB
Slika 5. Osnovna logicka kola
X 1Y [ XY XY [Xav XY o X "
010 (1 (1 ]1 0 |0 X:I >_ = X B
o1 j1]o]1 o o v v Y
1 {00 (1 |1 0 |0
1 {1(0]0]0 1 1
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Slika 7. Realizacija operacije ILI pomocu operacija I i NE
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Slika 8. Tabela istinitosti i simbol NI kola
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Slika 9. Tabela istinitosti i simbol NILI kola

Na slici 10. pokazano je kako se pomocu NI kola mogu realizovati osnovne logicke operacije
NE, ILI i 1. Na slici 11. prikazana je realizacija NI, ILI i I operacija pomocu NILI kola.

J— R — —_— —_ X -
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Slika 10. Realizacija operacija NE, ILI 1 I pomoc¢u NI kola
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XY=XY=X+Y=X+0+Y+0 —* N X+0-Y+0
0 Y+0

Slika 11. Realizacija operacija NE, I i ILI pomo}u NILI kola
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Na slici 12. prikazana je realizacija ILI kola sa tri ulaza (troulazno kolo), a na slici 13. realizacija
I kola za Cetiri ulaza.

X
I o> xiviz ¥ T xiv7

Z

N < X

Slika 12. Realizacija troulaznog ILI kola
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Slika 13. Realizacija ¢etvoroulaznog I kola

PRIMERI:

1. Nacrtati Semu logicke mreze kojom se data funkcija
F(X,Y,ZW)=XZ+ XY + XYW
realizuje pomoc¢u NE i dvoulaznih I i ILI kola.

Resenje: o
F(X,Y,ZW)=XZ+XY + XYW = X(Z+YW)+ XY
LT
\ XY
Lo
| YW X(Z +YW)+ XY
Z+YW
X(Z+YW)

X Y Z W

2. Nacrtati Semu logicke mreze kojom se data funkcija F(x,X2,X3,X4)

F (X1, X2, X3, X4) = (X + X4)(X3 + X2 )(X] + X3 + X4)

realizuje pomocu NE 1 dvoulaznih I 1 ILI kola.
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ReSenje:

— F(X1:X5:X5,X,)

3. Primenom NE kola i dvoulaznih ILI kola nacrtati Semu kombinacione mreze kojom se
realizuje funkcija F data izrazom:

F(A,B,C,D)=(A+B+C)-(B+C+D)-(A+C+D)

ReSenje:

F(A,B,C,D)=(A+B+C)-(B+C+D)-(A+C +D)
F(A,B,C,D)=(A+B+C)-(B+C+D)+(A+C+D)
F(A,B,C,D)=(A+B+C)+(B+C+D)+(A+C+D)

A B C D

282kaka

F(A,B,C,D)

A B C D

4. Primenom NE kola i dvoulaznih I kola nacrtati Semu kombinacione mreze kojom se realizuje
funkcija F data izrazom:

F(A,B,C,D)=(A-B-C)+(A-B-D)+(D-C)
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ReSenje:

F(A,B,C,D)=(A-B-C)-(A-B-D)-(D-C)

A B C D

1kikika

D
=
 S— S

F(A, B’ C’ D)

A B C D

5. Primenom NE kola i dvoulaznih ILI i I logickih kola nacrtati Semu kombinacione mreze
kojom se realizuje funkcija F data izrazom:

FOW,Z,Y,X)=W-Z-Y +Y - X +W-Z-Y - X +Y - X
ReSenje:

X Y Z

hikats

I

F(W,Z,Y,X)

|

X Y Z W

6. Primenom NE kola i dvoulaznih ILI i I logickih kola nacrtati Semu kombinacione mreze
kojom se realizuje funkcija F data izrazom:

FOXY,ZW)= (X +Y +Z4W) - (Z+W) - (Y +Z+W)- (X +Y)
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ReSenje:

X Y V4

akik2

<FT€

% F(X,Y,Z,W)

X Y Z W

7. Primenom NE kola i dvoulaznih ILI kola nacrtati Semu kombinacione mreZe kojom se
realizuje funkcija F data izrazom:

F(A,B,C,D)=(A+B+D)-(A+C)-(B+C +D)

ReSenje:

F(A,B,C,D)=(A+B+D)-(A+C)-(B+C +D)
F(A,B,C,D)=(A+B+D)+(A+C)+(B+C+D)

A B C D

82kak2

) F(A,B,C,D)

>|
os]
al
ol

8. Primenom NE kola i dvoulaznih I kola nacrtati Semu kombinacione mreze kojom se realizuje
funkcija F data izrazom:

F(A,B,C,D)=(A-B-D)+(C-D)+(A-B-C)
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ReSenje:

F(A,B,C,D)=(A-B-D)+(C-D)+(A-B-C)
F(A,B,C,D)=(A-B-D)-(C-D)-(A-B-C)

kikaka

| F(A,B,C,D)

>|
os]
Ol
ol

9. Dataje funkcija: F(A,B,C)=A-B+C.
a) Realizovati ovu funkciju pomocu logickih kola.
b) Ako se naulaz A dovede niz logickih nivoa 110010, Na ulaz B niz 101001 i na
ulaz C niz 101001, kakav ¢e se niz dobiti na izlazu.

ReSenje:
a)
A
B
C [ j > E F(A,B,C)
b) — T =TT T =T == =
A/lB|C{|A|B|C|AB| AB+C |F
11110 (0 |0 0 0 1
110|010 |1 |1 0 1 0
o111 {0 |0 0 0 1
o001 |1 |1 1 1 0
110|010 |1 |1 0 1 0
oO|1|1(1 |0 |0 0 0 1

F(A,B,C,D)=101001
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10. Za funkciju:

F(AB,C,D)=A-C+B-C-D+A-C-D+C-D+A-B-C-D

a) Odrediti minimalnu disjunktivhu formu funkcije (MDF) primenom Karnoove
mape.

b) OdIr)editi logicku vrednost funkcije ako se na ulaz A dovede niz logickih nivoa
01010111, naulaz B: 00111001, na ulaz C: 01010101 i na ulaz D: 11001010.

¢) Nacrtati Semu kombinacione mreze kojom se realizuje MDF date funkcije F,
koriste¢i samo dva NE kola i dva I kola.

Resenje: o
A A
Rk
B \ 7
(1 1 1 1) —
- SEI F(A,B,C,D)=C+B-D
— 1 1
B
1 1 D
C C C
b)
A/B/C/D/C|B-D|C+B-D
0/]0 |01 ]|1 0 1
11011110 0 0
0]1]0(0]|1 0 1
11111010 0 0
0j1 )01 |1 1 1
1101100 0 0
110/01 |1 0 1
1111010 0 0
F(A,B,C,D)=10101010
©)

F(A,B,C,D)=C+B-D
F(A,B,C,D)=C+B-D=C-B-D

- 1
C LD%

F(A,B,C)
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11. Za funkciju:
F(A,B,C,D)=A-D+B-C+A-B-C-D+B-C

a) Odrediti logicku vrednost,ako se na ulaz A dovede niz logickih nivoa 10100011, na ulaz
B: 11010101, na ulaz C: 10101000 i na ulaz D: 10101011.
b) Nacrtati Semu kombinacione mreze kojom se realizuje data funkcija F, koriste¢i NE 1 I

kola.
ReSenje:
a) A X
1 D
B — - :
’/ 1 11| 1)
—_— ‘ 1 c//l ) I
B | - -
1)1 D
C C C

F(A,B,C,D)=AD+BD+CB+CA=D(A+B)+C(A+B)

A|B|C|D|AfB|DA+B) | A+B C(A+B) | F(A,B.CDD)
1111 1 0 0 1
o[1]ofo]1 0 1 0 0
1lol1]1]1 1 1 1 1
o[1]ofo]1 0 1 0 0
olof1]1]o 0 1 1 1
o[1]ofo]1 0 1 0 0
1{ofo[1]1 1 1 0 1
1[1]o]1 1 1 0 0 1

F(A,B,C,D)=10101011

b) F(A,B,C,D)=AD+BD+CB+CA=D(A+B)+C(A+B)

12. Odrediti vrednosti logi¢ke funkcije:
FOXLY,ZW)=( +2)-(X +W)-(Y +Z +W)- (X +W)
ako su vrednosti ulaznih promenljivih:
a)X=0,Y=1,Z=1,W=1
b)X=1,Y=0,Z2=0,W=0

77



ReSenje:
a) F(X,Y,ZW)=FO,LL)=1+1)-(0+1)-1+1+1)-(0+1)=0-1-1-1=0

b) F(X,Y,Z,W)=F(1,0,0,0)0=(0+0)-(1+0)-(0+0+0)-(1+0)=1-1-1-1=1
13. Odrediti izraz za funkciju F(X, Y, Z, W) koja opisuje rad kombinacione mreZe prikazane na
slici:

X Y V4

ks

F(W,Z,Y,X)

X Y 7 W

a) Odrediti vrednost funkcije F ako su vrednosti promenljivih
X=1,Y=1,Z=0,W=0

ReSenje:

FOXLY,ZW)=(ZOW)-Y +(X®Y)+ X -Y +Z+X ®Y
a) F(X,Y,ZW)=F(1,1,0,00=(0©0)- 1+ (1®1)+1-1+0+1®1=1

14. a) Odrediti izraz za funkciju F(A, B, C, D) koja opisuje rad kombinacione mreze prikazane
na slici:
A B C D

v1Y]7]Y

Loy

| F(A,B,C,D)

A B C D
b) Odrediti vrednost funkcije F ako su vrednosti promenljivih

A=0,B=0,C=1,D=1

78



15. Za funkciju:
F(AB,C,D)=A-B-D+A-C+A-B-C-D
a) Odrediti njenu logicku vrednost, ako se na ulaz A dovede niz logic¢kih nivoa
10100011, na ulaz B: 01010001, na ulaz C: 01110011 i na ulaz D: 01011100.

b) Nacrtati Semu kombinacione mreze kojom se realizuje data funkcija F, koriste¢i
samo NE 1 I kola.

ReSenje:

a) F(A,B,C,D)=01010000

16. Data je funkcija: F(A,B,C)=A-B+C.
a) Realizovati ovu funkciju pomocu NE i ILI logickih kola.
b) Ako se na ulaz A dovede niz logic¢kih nivoa 011001, Na ulaz B niz 001010 i na
ulaz C niz 101010, kakav ¢e se niz dobiti na izlazu.

ReSenje:
a) F(A,B,C)=A-B+C=A+B+C
b) F(A,B,C)=111111

17. Odrediti vrednosti logicke funkcije
F(A,B,C,D)=A-B-C+B-D+A-C-D+B-C
ako su vrednosti ulaznih promenljivih:
a)A=1,B=0,C=1,D=1
b)A=1,B=1,C=0,D=0

ReSenje:
a) F(A,B,C,D)=F@1,0,L)=1-0-140-1+1-1-1+0-1=0+0+1+0=1

b) F(A,B,C,D)=F(1,,0,0)=1-1-0+1-0+1-0-0+1-0=0+0+0+0=0

18. Nacrtati Semu kombinacione mreZe kojom se realizuje funkcija data izrazom:
F(A,B,C,D)=(A+C+D)-(B+C+D)-(A+B+D)-(C+D)
a) Primenom NE kola i dvoulaznih I i ILI logickih kola.
b) Primenom NE kola i dvoulaznih ILI kola.

19. Nacrtati Semu kombinacione mreze kojom se realizuje funkcija data izrazom:
FOXLY,ZW)=(Y +W) - (X +Z+W)- (X +Y +Z)-(Z +W)
a) Primenom NE kola i dvoulaznih I i ILI logickih kola.
b) Primenom NE kola i dvoulaznih ILI kola.

20. Nacrtati Semu kombinacione mreze kojom se realizuje funkcija data izrazom:
F(AB,C,D)=B-C-D+A-C-D+A-B-D+A-B-D
a) Primenom NE kola i dvoulaznih I i ILI logickih kola.
b) Primenom NE kola i dvoulaznih I kola.
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21. Nacrtati Semu kombinacione mreze kojom se realizuje funkcija data izrazom:
F(X,Y,ZW)=A-B-D+A-C-D+B-C+C-D
a) Primenom NE kola i dvoulaznih I i ILI logickih kola.
b) Primenom NE kola i dvoulaznih I kola.

22. Nacrtati Seme kombinacionih mreza kojima se realizuju funkciju datu izrazom:
FOXLY,ZW)=(X +Y)-(Y+Z)- (X +Z+W)- (X +Y +2)
a) Primenom NE kola i dvoulaznih ILI i I logickih kola.
b) Primenom NE kola i dvoulaznih ILI kola.

23. Nacrtati Semu kombinacione mreze kojom se realizuju funkcije date
F(AB,C,D)=B-C-D+A-B-C+B-C-D+A-D
a) Primenom NE kola i dvoulaznih ILI i I logickih kola.
b) Primenom NE kola i dvoulaznih I kola.
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