
Lekcija 6

DIFERENCIJALNI RAQUN

I Osnovne teoreme diferencijalnog raquna
I Lopitalovo pravilo
I Tejlorova formula
I Primeri nekih osnovnih Tejlorovih formula i neke primene

ovih formula
I Drugi oblici za ostatak Tejlorove formule

6.1. Osnovne teoreme diferencijalnog raquna

Neka je funkcija definisana u nekoj okolini taqke x0 + 0 [x0 − 0].
Taqka x0 +0 [x0−0] je taqka rax�eǌa funkcije f , ako postoji δ > 0
takvo da je f(x0) < f(x) [f(x) < f(x0)] za svako x0 < x < x0 + δ
[x0 − δ < x < x0]. Taqka x0 + 0 [x0 − 0] je taqka (opadaǌa) funkcije
f , ako postoji δ > 0 takvo da je f(x0) > f(x) [f(x) > f(x0)] za svako
x0 < x < x0 + δ [x0 − δ < x < x0 ].

Taqka x0 je taqka rax�eǌa [opadaǌa] funkcije f , ako su taqke
x0 − 0 i x0 + 0 taqke rax�eǌa [opadaǌa] funkcije f .

Lema 1. Neka za funkciju f u taqki x0 postoji (u xirem smislu)
f ′−(x0) [f ′+(x0)]. Ako je f ′−(x0) > 0 [f ′+(x0) > 0], onda je x0 − 0 [x0 + 0]
taqka rax�eǌa funkcije f . Ako je f ′−(x0) < 0 [f ′+(x0) < 0], onda je
x0 − 0 [x0 + 0] taqka opadaǌa funkcije f .

Dokaz. Recimo pretpostavimo da je f ′+(x0) > 0 (ovaj sluqaj je
ispuǌen i kada je f ′+(x0) = +∞); ostali sluqajevi se sliqno raz-
matraju. Tada imamo da je

f ′+(x0) = lim
∆x→+0

f(x0 + ∆x)− f(x0)
∆x

> 0,

pa onda postoji δ > 0 takvo da za svako ∆x, 0 < ∆x < δ, va�i da je
f(x0 +∆x)−f(x0) > 0, tj. f(x0 +∆x) > f(x0). Dakle zaista je taqka
x0 + 0 taqka rax�eǌa funkcije f .¤
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Teorema 1. [Fermaova teorema] Funkcija f(x) je definisana u
okolini taqke x0 i ima u toj taqki lokalni minimum ili lokalni
maksimum. Ako funkcija u taqki x0 ima izvod u xirem smislu, tada
je f ′(x0) = 0.

Dokaz. Pretpostavimo da funkcija u taqki x0 ima lokalni mak-
simum (sliqno se razmatra sluqaj kada funkcija u datoj taqki
ima lokalni minimum).

Ako je f ′(x0) > 0, onda je f ′+(x0) > 0, pa iz leme 1 sledi da je
taqka x0 + 0 taqka rax�eǌa funkcije f . Dakle za svako δ > 0 na
intervalu [x0, x0 + δ) postoji taqka x takva da je f(x0) < f(x), pa
x0 ne mo�e biti lokalni maksimum. Iz dobijene kontradikcije
sledi da nije f ′(x0) > 0.

Ako je f ′(x0) < 0, onda je i f ′−(x0) < 0, pa iz leme 1 sledi da je
taqka x0 − 0 taqka opadaǌa funkcije f . Dakle za svako δ > 0 na
intervalu (x0−δ, x0] postoji taqka x takva da je f(x) > f(x0), pa x0,
kao u prethodnom sluqaju, opet ne mo�e biti lokalni maksimum.
Dakle ne va�i da je f ′(x0) < 0.

Sada kako nije ni f ′(x0) < 0 ni f ′(x0) < 0, to imamo da je
f ′(x0) = 0.¤

Teorema 2. [Darbuova teorema] Ako je funkcija f(x) diferenci-
jabilna na intervalu [a, b] (u taqki a ima izvod s desna, a u taqki b s
leva) tada funkcija f ′(x) na intervalu (a, b) uzima i sve vrednosti
koje se nalaze izme�u f ′+(a) i f ′−(b).

Dokaz. Razmotrimo prvo sluqaj kada je f ′+(a)f ′−(b) < 0 i poka�i-
mo da postoji taqka c ∈ (a, b) takva da je f ′(c) = 0. Ne gube�i nixta
od opxtosti mo�emo pretpostaviti da je f ′+(a) > 0, a f ′−(b) < 0. Iz
leme 1 tada sledi da je taqka a + 0 taqka rax�eǌa, a taqka b− 0
taqka opadaǌa funkcije f , pa postoje taqke x1 i x2, a < x1 < x2 < b,
takve da je f(a) < f(x1) i f(x2) > f(b). Poxto je funkcija f dife-
rencijabilana na [a, b], to je ona i neprekidna na tom intervalu,
pa iz Vajerxtrasove teoreme sledi da na intervalu [a, b] funkcija
dosti�e svoj maksimum, tj. postoji c ∈ [a, b] takvo da je f(x) < f(c)
za svako x ∈ [a, b]. Iz f(a) < f(x1) i f(x2) > f(b) sledi da c nije
jednako ni a ni b, tj. c ∈ (a, b). Dakle funkcija f je definisana u
nekoj okolini taqke c, koja je ujedno i lokalni maksimum, pa iz
Fermaove teoreme sledi da je f ′(c) = 0.
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Neka je sada C neka vrednost izme�u A = f ′+(a) i B = f ′−(b)
(C 6= A i C 6= B). Posmatrajmo pomo�nu funkciju g(x) = f(x)−Cx.
Tada je, oqigledno,

g′+(a)g′−(b) = (f ′+(a)− C)(f ′−(b)− C) < 0,

pa iz prethodnog razmatraǌa imamo da postoji c ∈ (a, b) takvo da
je g′(c) = f ′(c)− C = 0, tj. takvo da je f ′(c) = C.¤

Iz prethodne teoreme sledi zakǉuqak da mada izvodna funkci-
ja f ′(x) ne mora biti neprekidna ona se ponaxa veoma sliqno ne-
prekidnim funkcijama (uporedi sa Bolcano-Koxijevom teoremom
za neprekidne funkcije).

Teorema 3. [Rolova teorema] Neka je funkcija f
1) neprekidna na intervalu [a, b];
2) ima u xirem smislu izvod na otvorenom intervalu (a, b);
3) f(a) = f(b).

Tada postoji c ∈ (a, b) za koje va�i f ′(c) = 0.
Dokaz. Kako je funkcija neprekidna na [a, b], to po Vajerxtra-

sovoj teoremi dosti�e svoj maksimum u taqki c1 ∈ [a, b] i minimum
u taqki c2 ∈ [a, b]. Ako je f(c1) = f(c2), onda je funkcija konstantna
i proizvoǉna taqka c ∈ (a, b) zadovoǉava uslov teoreme. Ako je
f(c1) 6= f(c2), onda iz 3) sledi da je ili c1 ili c2 sa (a, b), pa iz
Fermaove teoreme sledi da je f ′(c1) = 0 ili f ′(c2) = 0.¤

Poka�imo da ako bilo koji od uslova u gorǌoj teoremi nije
zadovoǉen, onda tvr�eǌe ne mora da va�i.
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y

x

y f x= ( )2

y

x

y f x= ( )3

1 -1 1 1

Uoqimo funkcije (vidi sliku): f1 : [0, 1] → R, gde je f1(x) = x,
ako je 0 ≤ x < 1, i f(1) = 0; f2 : [−1, 1] → R, gde je f2(x) = |x|, i
f3 : [0, 1] → R, gde je f3(x) = x. Ni za jednu od ovih funkcija ne
va�i tvr�eǌe teoreme, ali svaka od ǌih zadovoǉava taqno dva od
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tri uslova prethodne teoreme. Funkcija f1 ne zadovoǉava prvi,
f2 drugi, a f3 tre�i uslov.

Geometrijski smisao Rolove
teoreme se sastoji u slede�em.
Ako su zadovoǉeni uslovi pos-
ledǌe teoreme, onda postoji taq-
ka c ∈ (a, b) takva da je tangen-
ta na grafik funkcije y = f(x) u
taqki (c, f(c)) paralelna x-osi.

y

x

y f x= ( )

a bc

Primer 1. Neka su sve nule polinoma sa realnim koeficijentima

f(x) = anxn + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x + a0 (an 6= 0)

realne. Poka�imo da tada i polinomi f ′(x), f ′′(x), . . . , f (n−1)(x) imaju
samo realne korene.

Oqigledno, dovoǉno je samo pokazati da je takav polinom f ′(x). Neka
su x1, x2, . . . , xm (m ≤ n), x1 < x2 < · · · < xm, sve razliqite me�u sobom
nule datog polinoma, i neka je ki, 1 ≤ i ≤ m, red nule xi. Tada je
k1 + k2 + · · · + km = n. Kao xto znamo, ako je ki > 1, onda je xi nula
polinoma f ′(x) reda ki−1. Ako je ki = 1, onda xi nije vixe nula polinoma
f ′(x) i ki−1 = 0. Dakle “ukupan udeo” brojeva x1, x2, . . . , xm u broju nula,
uzetih sa ponavǉaǌem, polinoma f ′(x) je

(k1 − 1) + (k2 − 1) + · · ·+ (km − 1) = n−m.

Polinomi su neprekidni i diferencijabilni na qitavom skupu R, pa na
svakom od intervala [xi, xi+1], 1 ≤ i ≤ m − 1, mo�emo primeniti Rolovu
teoremu. Znaqi postoje taqke yi ∈ (xi, xi+1), 1 ≤ i ≤ m − 1, takve da je
f ′(yi) = 0. Dakle, ukupan broj nula, uzetih sa ponavǉaǌem, polinoma
f ′(x) je

(n−m) + (m− 1) = n− 1.

Kako polinom f ′(x) ima, uzetih sa ponavǉaǌem, taqno n − 1 nula, to su
sve nule polinoma f ′(x), zaista, realne.¤

Teorema 4. [Lagran�ova teorema] Neka je funkcija f
1) neprekidna na intervalu [a, b];
2) ima u xirem smislu izvod na otvorenom intervalu (a, b).

Tada postoji c ∈ (a, b) za koje va�i

f(b)− f(a) = f ′(c)(b− a).
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Dokaz. Ovo tvr�eǌe sledi iz Rolove teoreme. Naime uvedimo
pomo�nu funkciju

F (x) = f(x)− λx,

gde realan broj λ biramo tako da je F (a) = F (b), t.j.

f(a)− λa = f(b)− λb, pa je λ =
f(a)− f(b)

b− a
.

Znaqi

F (x) = f(x)− f(a)− f(b)
b− a

x.

Ova funkcija je neprekidna na [a, b], kao razlika dve neprekidne
funkcije na tom intervalu, ima izvod u xirem smislu na (a, b), jer

je takva funkcija f(x), a linearna funkcija
f(a)− f(b)

b− a
x ima svuda

izvod. Uslov F (a) = F (b) je zadovoǉen, jer smo tako i birali
konstantu λ. Znaqi svi uslovi za primenu Rolove teoreme su
ispuǌeni, pa postoji c ∈ (a, b) takvo da je

F ′(c) = 0, tj. f ′(c)− f(a)− f(b)
b− a

= 0.

Odavde dobijamo, napokon, da je

f(b)− f(a) = f ′(c)(b− a). ¤

Dajmo jox nekoliko oblika za formulu iz prethodne teoreme.

Primetimo da ako je a < ξ < b, onda za θ =
ξ − a

b− a
va�i ξ = a+θ(b−a)

i 0 < θ < 1. Sada formulu iz prethodne teoreme mo�emo dati i u
obliku

f(b)− f(a) = f ′(a + θ(b− a))(b− a), gde je 0 < θ < 1.

Ako jox uzmemo da je a = x, b = x + ∆x i b − a = ∆x, dobijamo,
napokon, da je

f(x + ∆x)− f(x) = f ′(x + θ∆x)∆x (1)
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za neko 0 < θ < 1. Primetimo da ova formula va�i kako za ∆x > 0,
tako i za ∆x < 0. Formula (1) se zove formula konaqnih prirax-
taja. Uporedimo je sa pribli�nom formulom

f(x + ∆x)− f(x) ≈ f ′(x)∆x.

Formula (1) ima u odnosu na posledǌu formulu izvesnu prednost,
osobito kada su u pitaǌu teorijska razmatraǌa, jer je taqna.
Mada vrednost izvoda se raquna u taqki koja nam nije poznata,
informacija da je ona sa odre�enog intervala je ponekad dovoǉna.

Geometrijski smisao Lagran-
�ove teoreme se sastoji u slede-
�em (vidi sliku). Primetimo da
je broj

f(a)− f(b)
a− b

koeficijenat pravca seqice l ko-
ja prolazi kroz taqke (a, f(a)) i
(b, f(b)). Sada, ako su zadovoǉe-

y

x

y f x= ( )

a bc1 c2

ni uslovi posledǌe teoreme, onda postoji taqka c ∈ (a, b) takva da
je tangenta na grafik funkcije y = f(x) u taqki (c, f(c)) paralelna
pravoj l (na slici postoje dve takve taqke).

Primer 2. Poka�imo da ako je diferencijabilna na intervalu (a, b)
funkcija f(x) neograniqena, tada je i funkcija f ′(x) neograniqena.

Pretpostavimo da ovo tvr�eǌe nije taqno, i neka postoji C ∈ R
takvo da je |f ′(x)| < C za svako x ∈ (a, b). Uzmimo neko c ∈ (a, b) i realno
∆x takvo da je c + ∆x ∈ (a, b). Tada iz Lagran�ove teoreme imamo da je

|f(c + ∆x)− f(c)| = |f(ξ)| |∆x| < C(b− a),

odnosno,
|f(c + ∆x)| < |f(c)|+ C(b− a).

Kako vrednost c + ∆x mo�e biti proizvoǉna sa intervala (a, b), to je
|f(x)| < |f(c)|+C(b−a) za svako x ∈ (a, b), pa je funkcija f(x) ograniqena.
Iz dobijene kontradikcije sledi da je f ′(x) tako�e neograniqena fun-
kcija.¤
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Primer 3. Poka�imo da za svako n ∈ N va�i

1
n + 1

< ln
(

1 +
1
n

)
.

Primetimo da va�i

ln
(

1 +
1
n

)
= ln(1 + n)− ln n.

Posmatrajmo funkciju y = ln x na intervalu [n, n+1]. Ona je neprekidna
na tom intervalu i diferencijabilna na (n, n+1). Dakle iz Lagran�ove
teoreme imamo

ln(1 + n)− ln n =
1
c
(n + 1− n) =

1
c

(2)

za neko c ∈ (n, n + 1). A kako je c < n + 1, to je 1/c > 1/(n + 1), pa iz (2)
dobijamo tra�eno tvr�eǌe.¤

Posledica 1. Neka je funkcija f
1) definisana na nekom konaqnom ili beskonaqnom intervalu ∆;
2) ima izvod jednak 0 u svim unutraxǌim taqkama tog inter-

vala;
3) neprekidna na krajevima intervala ∆, ako takve taqke za ∆

postoje.
Tada je funkcija f konstantna na posmatranom intervalu.
Dokaz. Za proizvoǉno x1, x2 ∈ ∆ na funkciju f na intervalu

[x1, x2] se mo�e primeniti teorema Lagran�a, pa je

f(x2)− f(x1) = f ′(ξ)(x2 − x1), (3)

za neko ξ ∈ (x1, x2). Kako je vrednost izvoda date funkcije u svim
unutraxǌim taqkama intervala ∆ jednaka 0, to je f ′(ξ) = 0, pa iz
(3) sledi da je f(x1) = f(x2).¤

Primer 4. Poka�imo da ako je funkcija f(x) takva da je f (n)(x) = 0
za svako x ∈ R, onda je f(x) polinom n − 1-vog stepena. Poka�imo ovo
tvr�eǌe indukcijom. Za n = 1 ovo tvr�eǌe va�i, jer funkcija tada
zadovoǉava uslove prethodnog tvr�eǌa, pa je funkcija konstantna na
skupu R.

Pretpostavimo da ovo tvr�eǌe va�i za n− 1 i poka�imo da va�i za
n. Kako je f (n)(x) = 0, onda iz posledice 1 sledi da je f (n−1)(x) = bn−1
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za neko bn−1 ∈ R. Uoqimo tada funkciju g(x) = f(x)− bn−1

(n− 1)!
xn−1. Ali

kako je g(n−1)(x) = f (n−1)(x) − bn−1 = 0, to iz induktivne pretpostavke
sledi da je

f(x)− bn−1

(n− 1)!
xn−1 = an−2x

n−2 + · · ·+ a1x + a0,

t.j.
f(x) = an−1x

n−1 + an−2x
n−2 + · · ·+ a1x + a0,

gde je an−1 = bn−1/(n− 1)!, xto je i trebalo da se poka�e.¤

Posledica 2. Ako su funkcije f i g u svakoj unutraxǌoj taqki
x nekog konaqnog ili beskonaqnog intervala ∆ diferencijabilne i
va�i f ′(x) = g′(x), a na krajevima (ako postoje) intervala ∆ su
neprekidne, onda postoji C ∈ R takvo da je f(x)− g(x) = C za svako
x ∈ ∆.

Dokaz. Uoqimo funkciju h(x) = f(x)−g(x). Primetimo da su svi
uslovi prethodne teoreme zadovoǉeni za funkciju h(x). Recimo,
h′(x) = f ′(x)− g′(x) = 0 za svaku unutraxǌu taqku x intervala ∆.
Dakle postoji C ∈ R takvo da je h(x) = C za svako x ∈ ∆, xto je i
trebalo da se poka�e.¤

Posledica 3. Neka je funkcija f(x) diferencijabilna na inter-
valu (a, b) i neka je f ′(x) 6= 0 za svako x ∈ (a, b). Tada je funkcija f
strogo monotona na (a, b).

Dokaz. Pretpostavimo da postoje taqke x1 i x2, a < x1 < x2 < b,
takve da je f ′(x1)f ′(x2) < 0. Ali tada iz Darbuove teoreme sledi
da postoji c ∈ (x1, x2), a dakle i c ∈ (a, b), takvo da je f ′(c) = 0. Iz
dobijene kontradikcije sledi da je ili f ′(x) > 0 za svako x ∈ (a, b),
ili f ′(x) < 0 za svako x ∈ (a, b). Uzmimo sada proizvoǉne taqke x1

i x2, x1 < x2, sa intervala (a, b), i neka je f ′(x) > 0 [f ′(x) < 0] za
svako x ∈ (a, b). Primeǌuju�i Lagran�ovu teoremu na interval
[x1, x2] dobijamo da za neko ξ ∈ (x1, x2) va�i relacija (3). Kako je
tada f(ξ)(x2−x1) > 0 [f(ξ)(x2−x1) < 0], imamo da je f(x2)−f(x1) > 0
[f(x2) − f(x1) < 0], odnosno, f(x2) > f(x1) [f(x2) < f(x1)], pa je
funkcija f strogo rastu�a ili strogo opadaju�a na intervalu
(a, b).¤
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Posledica 4. Ako je funkcija f(x) neprekidna na intervalu
[a, b], diferencijabilna na otvorenom intervalu (a, b) i f ′(x) 6= 0
za svako x ∈ (a, b), tada je funkcija f strogo monotona na [a, b].

Dokaz. Iz prethodnog tvr�eǌa sledi da je funkcija f strogo
monotona na (a, b). Pretpostavimo, recimo, da je data funkcija
strogo rastu�a na (a, b), t.j. f ′(x) > 0 za svako x ∈ (a, b). Tada
na interval [a, x], gde je x proizvoǉna taqka sa intervala (a, b],
mo�emo primeniti Lagran�evu teoremu i dobijamo da za neko
ξ ∈ (a, x) je

f(x)− f(a) = f ′(ξ)(x− a) > 0.

Dakle f(a) < f(x). Sliqno se pokazuje da je f(x) < f(b) za svako
x ∈ [a, b). Sledi funkcija je strogo rastu�a na qitavom intervalu
[a, b].¤

Posledica 5. Date su taqka x0 i funkcija ϕ. Ako postoji ε >
0 takvo da je funkcija ϕ neprekidno na U(x0 − 0, ε) [U(x0 + 0, ε)],
diferencijabilna na U̇(x0 − 0, ε) [U̇(x0 + 0, ε)] i postoji

ϕ′(x0 − 0) = lim
x→x0−0

ϕ′(x) [ϕ′(x0 + 0) = lim
x→x0+0

ϕ′(x)],

onda je
ϕ′−(x0) = ϕ′(x0 − 0) [ϕ′+(x0) = ϕ′(x0 + 0)].

Dokaz. Poka�imo tvr�eǌe za taqku x0 + 0 (analogno se ono
pokazuje za taqku x0 − 0) Uzmimo neko x ∈ U̇(x0 + 0, ε). Tada je

ϕ(x)− ϕ(x0) = ϕ′(ξ)(x− x0), tj. ϕ′(ξ) =
ϕ(x)− ϕ(x0)

x− x0
,

za neko ξ ∈ (x0, x). Vrednost ξ zavisi od x i takvih vrednosti,
koje zadovoǉavaju gore datu relaciju, mo�e biti vixe, ali mi za
svako x izaberimo samo jednu takvu vrednost ξ = ξ(x). Kako je
x0 < ξ(x) < x, to je lim

x→x0+0
ξ(x) = x0 + 0. Kako je ξ(x) 6= x0 za svako

x ∈ U̇(x0 + 0, ε), to iz posledice 8.9 sledi

lim
x→x0+0

ϕ′[ξ(x)] = lim
y→x0+0

ϕ′(y) = ϕ′(x0 + 0),
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a odavde sledi

ϕ′+(x0) = lim
x→x0+0

ϕ(x)− ϕ(x0)
x− x0

= ϕ′(x0 + 0).¤

Iz prethodnog tvr�eǌa i teoreme 4.1 sada imamo i slede�u
posledicu.

Posledica 6. Date su taqka x0 i funkcija ϕ. Ako postoji ε > 0
takvo da je funkcija ϕ neprekidno na U(x0, ε), diferencijabilna na
U̇(x0, ε) i postoji lim

x→x0

ϕ′(x), onda je ϕ′(x0) = lim
x→x0

ϕ′(x).

Teorema 5. [Koxijeva teorema] Neka su funkcije f i g
1) neprekidne na intervalu [a, b];
2) imaju u xirem smislu izvode na otvorenom intervalu (a, b);
3) g′(x) 6= 0 za svako x ∈ (a, b).

Tada postoji c ∈ (a, b) za koje va�i

f(b)− f(a)
g(b)− g(a)

=
f ′(c)
g′(c)

.

Dokaz. Kada bi bilo g(b)− g(a) = 0, tj. g(b) = g(a), onda bi svi
uslovi za primenu Rolove teoreme bili ispuǌeni, pa bi za neko
c ∈ (a, b) va�ilo g′(c) = 0, a to je u protivureqnosti sa 3). Znaqi,
g(b) − g(a) 6= 0, pa i leva i desna strana formule iz ove teoreme
ima smisla.

Kao i u teoremi Lagran�a formirajmo pomo�nu funkciju

F (x) = f(x)− λg(x)

takvu da je F (a) = F (b). Iz ovog uslova sledi da je

λ =
f(b)− f(a)
g(b)− g(a)

.

Sada primenom Rolove teoreme na funkciju F (x) dobijamo for-
mulu iz teoreme.¤

96



6.2. Lopitalovo pravilo

Lopitalovo pravilo ustvari qini grupa od qetiri teoreme. One
slu�e da se razrexe neki sumǌivi sluqajevi graniqnih vred-
nosti, kada prosta primena osnovih teorema dovodi do izraza koji
nemaju smisla i koje mi obiqno zovemo neodre�enostima. Neo-

dre�enosti mogu biti tipa
0
0
,
∞
∞ , 0 · ∞, ∞−∞, 00, ∞0 i 1∞.

Teorema 6. U nekoj okolini taqke x0 − 0 [x0 + 0] funkcije f(x) i
g(x) su definisane i f(x0) = g(x0) = 0. Ako postoje f ′−(x0) [f ′+(x0)] i
g′−(x0) [g′+(x0)], gde je g′−(x0) 6= 0 [g′+(x0) 6= 0], onda je

lim
x→x0−0

f(x)
g(x)

=
f ′−(x0)
g′−(x0)

[
lim

x→x0+0

f(x)
g(x)

=
f ′+(x0)
g′+(x0)

]
.

Dokaz. Poka�imo tvr�eǌe za taqku x0 + 0 (analogno se ono
pokazuje i za taqku x0 − 0). Kako je g′+(x0) 6= 0, to je g(x) 6= 0
u nekoj xupǉoj okolini taqke x0 + 0 (sledi iz leme 1 i qiǌenice
da je g(x0) = 0). Iz diferencijabilnosti funkcija f(x) i g(x) s
desna u taqki x0 sledi da je

f(x) = f(x0) + f ′+(x0)(x− x0) + o(x− x0),
g(x) = g(x0) + g′+(x0)(x− x0) + o(x− x0).

Sada, iz f(x0) = g(x0) = 0 imamo da je

f(x) = f ′+(x0)(x−x0) + o(x−x0) i g(x) = g′+(x0)(x−x0) + o(x−x0).

Odavde dobijamo

lim
x→x0+0

f(x)
g(x)

= lim
x→x0+0

f ′+(x0) +
o(x− x0)
x− x0

g′+(x0) +
o(x− x0)
x− x0

=
f ′+(x0)
g′+(x0)

.¤

Prethodna teorema i teorema 4.1 povlaqe slede�e tvr�eǌe.
Posledica 7. U nekoj okolini U(x0) taqke x0 ∈ R funkcije f(x)

i g(x) su definisane, f(x0) = g(x0) = 0 i postoje f ′(x0) i g′(x0),
g′(x0) 6= 0. Tada je

lim
x→x0

f(x)
g(x)

=
f ′(x0)
g′(x0)

.
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Teorema 7. Neka je a ili x0 − 0 [x0 + 0] za neki realan broj x0,
ili +∞ [−∞], i neka su funkcije f(x) i g(x) diferencijabilne u nekoj
xupǉoj okolini U̇(a) elementa a i g′(x) 6= 0 za svako x ∈ U̇(a). Ako je
ili lim

x→a
f(x) = lim

x→a
g(x) = 0, ili lim

x→a
g(x) = ±∞, i lim

x→a
f ′(x)/g′(x) = A,

gde je −∞ ≤ A ≤ +∞, onda je lim
x→a

f(x)/g(x) = A, t.j.

lim
x→a

f(x)
g(x)

= lim
x→a

f ′(x)
g′(x)

.

Dokaz. Razmotrimo sluqaj kada je ili a = x0 − 0, ili a = +∞
(analogno se razmatra i sluqaj kada je ili a = x0+0, ili a = −∞).
Poxto je g′(x) 6= 0 za svako x ∈ U̇(a), to iz Darbuove teoreme
sledi da je ili g′(x) > 0, ili g′(x) < 0 za svako x ∈ U̇(a), odnosno
funkcija g(x) je strogo monotona na U̇(a).

Da bi smo pokazali tvr�eǌe teoreme dovoǉno je za svaki stro-
go monotoni niz (xn) iz U̇(a), takav da (xn) → x0, pokazati da je
lim

n→+∞ f(xn)/g(xn) = A. Dakle, neka je (xn) jedan takav niz.

Primetimo da zamenom u teoremi funkcija f(x) i g(x) redom sa
−f(x) i −g(x) svi uslovi teoreme ostaju da va�e. Odavde sledi
da u sluqaju, kada je limes lim

x→a
g(x) beskonaqan, mo�emo pret-

postaviti da je on jednak +∞ (u protivnom izvrximo gore nave-
denu zamenu), tj. mo�emo pretpostaviti da je niz g(xn) strogo
rastu�i i da (g(xn)) → +∞. Ako je lim

x→a
f(x) = lim

x→a
g(x) = 0,

onda mo�emo pretpostaviti da funkcija g(x) strogo opada (inaqe
opet mo�emo izvrxiti gore navedenu zamenu), tj. mo�emo pret-
postaviti da su nizovi (f(xn)) i (g(xn)) nula nizovi, a da niz
(g(xn)) strogo opada. Sada, u oba sluqaja, iz Xtolcove teoreme
(teorema 6.24) i teoreme 6.25 sledi da je dovoǉno pokazati da je

lim
n→+∞

f(xn)− f(xn−1)
g(xn)− g(xn−1)

= A. (4)

Na zatvoreni interval odre�en taqkama xn−1 i xn mogu�e je pri-
meniti Koxijevu teoremu, pa je

f(xn)− f(xn−1)
g(xn)− g(xn−1)

=
f ′(cn)
g′(cn)

(5)
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za neko cn sa odgovaraju�eg otvorenog intervala odre�enog ovim
taqkama. Kako (xn−1) → a i (xn) → a, to i (cn) → a, pa iz
lim
x→a

f ′(x)/g′(x) = A sledi da je lim
n→+∞ f ′(cn)/g′(cn) = A. Odavde ako

na levu i desnu stranu jednakosti (5) primenimo limes dobijamo
(4).¤

Napomena. Ako funkcija f ′(x) za proizvoǉno ε > 0 na skupu U̇(a) ∩
U̇(a, ε) meǌa znak, onda u proizvoǉnoj okolini taqke a postoji taqka xε

takva da je f ′(xε) = 0, pa je A = 0. Ako f ′(x) ne meǌa znak u nekoj okolini
taqke a, onda koliqnik f ′(x)/g′(x) ne meǌa znak u toj okolini, i ako je
A beskonaqno, mi mo�emo da uzmemo da je ili A = −∞, ili A = +∞.
Tako�e, videli smo da je funkcija g(x) je strogo monotona na U̇(a), pa
ako je limes lim

x→a
g(x) beskonaqan, onda je ovaj limes jednak ili −∞, ili

+∞. Dakle, zaista smo u gorǌoj teoremi mogli da pretpostavimo da su
brojevi A i lim

x→a
g(x), ako su beskonaqni, beskonaqnosti odre�enog znaka.

Prethodna teorema i teorema 4.1 povlaqe slede�e tvr�eǌe.

Posledica 8. Neka je a ili x0, x0 ∈ R, ili∞, i neka su funkcije
f(x) i g(x) diferencijabilne u nekoj xupǉoj okolini U̇(a) taqke a i
g′(x) 6= 0 za svako x ∈ U̇(a). Ako je lim

x→a
f(x) = lim

x→a
g(x) = 0 ili

lim
x→a

g(x) = ±∞, i lim
x→a

f ′(x)/g′(x) = A, gde je −∞ ≤ A ≤ +∞, onda je

lim
x→a

f(x)/g(x) = A, t.j.

lim
x→a

f(x)
g(x)

= lim
x→a

f ′(x)
g′(x)

.

6.3. Tejlorova formula

Pretpostavimo da je funkcija y = f(x) diferencijabilna u taqki
x = x0, tj. va�i

∆y = A∆x + o(∆x), ∆x → 0,

gde je ∆x = x− x0, ∆y = f(x)− y0, y0 = f(x0) i A = f ′(x0). Drugim
reqima imamo da je

f(x) = y0 + A(x− x0) + o(x− x0),
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tj. ako oznaqimo sa

P1(x) = y0 + A(x− x0),

onda je

f(x) = P1(x) + o(x− x0), (6)

kada x → x0, i va�i

P1(x0) = y0 = f(x0), P ′
1(x0) = A = f ′(x0).

Pretpostavimo sada da u taqki x0 funkcija f(x) ima sve izvode
do n-tog zakǉuqno. Tada po analogiji sa (6) potra�imo polinom

Pn(x) = A0 + A1(x− x0) + · · ·+ An(x− x0)n, (7)

takav da je

f(x) = Pn(x) + o((x− x0)n), x → x0,

i pri tome va�i

f(x0) = Pn(x0), f ′(x0) = P ′
n(x0), . . . , f (n)(x0) = P (n)

n (x0). (8)

Iz (7) i (8) imamo

A0 = Pn(x0) = f(x0) =
f (0)(x0)

0!
.

Kako je

P ′
n(x) = A1 + 2A2(x− x0) + · · ·+ nAn(x− x0)n−1

to je

A1 = P ′
n(x0) = f ′(x0) =

f ′(x0)
1!

.

Daǉe kako je

P ′′
n (x) = 2A2 + · · ·+ n(n− 1)An(x− x0)n−2,
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to je

A2 =
P ′′

n (x0)
2

=
f ′′(x0)

2!
.

Nastavǉaju�i tako dobijamo da je

P (k)
n (x) = k!Ak + · · ·+ n(n− 1)(n− k + 1)An(x− x0)n−k,

a odavde je

Ak =
P

(k)
n (x0)

k!
=

f (k)(x0)
k!

.

Dakle dobijamo da je

Pn(x) = f(x0) +
f ′(x0)

1!
(x− x0) + . . .

· · ·+ f (n)(x0)
n!

(x− x0)n =
n∑

i=0

f (i)(x0)
i!

(x− x0)i.

Oznaqimo sa
rn(x) = f(x)− Pn(x).

Primetimo da je

rn(x0) = r′n(x0) = · · · = r(n)
n (x0) = 0.

Va�i slede�a teorema.
Teorema 8. Neka u taqki x0 funkcija f(x) ima sve izvode do n-

tog zakǉuqno. Tada kada x → x0 va�i formula

f(x) =
n∑

i=0

f (i)(x0)
i!

(x− x0)i + o((x− x0)n). (9)

Dokaz. Primenom Lopitalovog pravila n puta, dobijamo da je

lim
x→x0

rn(x)
(x− x0)n

= · · · = lim
x→x0

r
(n−1)
n (x)

n!(x− x0)
=

r
(n)
n (x0)

n!
= 0.¤

Formula, koju smo upravo dokazali, zove se Tejlorova formula
sa ostatkom u Peanovom obliku, a polinom

Pn(x) =
n∑

i=0

f (i)(x0)
i!

(x− x0)i
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zove se Tejlorov polinom (n-tog stepena). Za x0 = 0 formula (9)
se mo�e napisati u obliku

f(x) =
n∑

i=0

f (i)(0)
i!

xi + o(xn)

i obiqno se zove Maklorenova formula. Ako oznaqimo ∆x = x− x0

i ∆y = f(x) − f(x0), onda se Tejlorova formula mo�e napisati u
obliku

∆y =
n∑

i=1

f (i)(x0)
i!

∆xi + o(∆xn).

Posledica 9. Funkcija f(x) je definisana na (a, b) i u taqki
x0 ∈ (a, b) ima izvode do n+1-og reda zakǉuqno. Tada za x → x0 va�i

f(x) =
n∑

i=0

f (i)(x0)
i!

(x− x0)i + O((x− x0)n+1).

Dokaz. Iz prethodne teoreme sledi da va�i formula

f(x) =
n+1∑

i=0

f (i)(x0)
i!

(x− x0)i + rn+1(x), (10)

gde je rn+1(x) = o((x− x0)n+1), kada x → x0. Dakle, u nekoj xupǉoj
okolini taqke x0 va�i rn+1(x) = ε(x)(x−x0)n+1, gde je lim

x→x0

ε(x) = 0.

Tada je

lim
x→x0

[
f (n+1)(x0)
(n + 1)!

+ ε(x)

]
=

f (n+1)(x0)
(n + 1)!

,

pa iz teoreme 8.22 imamo da je funkcija

β(x) = f (n+1)(x0)/(n + 1)! + ε(x)

u nekoj xupǉoj okolini taqke x0 ograniqena. Kako je

f (n+1)(x0)
(n + 1)!

(x− x0)n+1 + rn+1(x) = β(x)(x− x0)n+1,
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to je
f (n+1)(x0)
(n + 1)!

(x− x0)n+1 + rn+1(x) = O((x− x0)n+1),

i formula iz teoreme va�i.¤

6.4. Primeri nekih osnovnih Tejlorovih formula i
neke primene ovih formula

Za poqetak razmotrimo Tejlorove formule nekih elementarnih
funkcija.

1) Posmatrajmo funkciju f(x) = ex. Tada je f (k)(x) = ex za
svako prirodno k, pa je f (k)(0) = 1 za svako k ≥ 0. Dakle dobijamo
da je

ex = 1 +
x

1!
+

x2

2!
+ · · ·+ xn

n!
+ o(xn).

2) Posmatrajmo sada funkciju f(x) = sinx. Videli smo ranije

da je tada f (k)(x) = sin
(
x + k

π

2

)
. Dakle imamo da je f(0) = 0,

f (2m)(0) = sinmπ = 0 i f (2m−1)(0) = sin
(
mπ − π

2

)
= (−1)m−1. za

svako prirodno m. Dakle dobijamo da za n = 2m va�i

sinx = x− x3

3!
+

x5

5!
+ · · ·+ (−1)m−1 x2m−1

(2m− 1)!
+ o(x2m).

3) Sliqno za funkciju f(x) = cos x, kada je n = 2m + 1 imamo

cosx = 1− x2

2!
+

x4

4!
+ · · ·+ (−1)m x2m

(2m)!
+ o(x2m+1).

4) Na�imo Tejlorovu formulu za funkciju y = xm, gde je
m realan broj razliqit od nenegativnog celog broja. U ovom
sluqaju ili sama funkcija ili izvodi poqev od nekog reda nisu
definisani u 0. Stoga, u suxtini, razvijamo ovu funkciju u
okolini taqke x0 = 1, ali da bi smo izbegli razvijaǌe funkcije
po stepenima od x − 1, smenom promenǉive ovaj sluqaj svodimo
na razlagaǌe funkcije (1 + x)m po stepenima od x. Kako je sada
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f (k)(x) = m(m− 1) . . . (m− k + 1)(1 + x)m−k, to je f(0) = 1 i f (k)(0) =
m(m− 1) . . . (m− k + 1), pa je

(1+x)m = 1+mx+
m(m− 1)

2!
x2+· · ·+ m(m− 1) . . . (m− k + 1)

n!
xn+o(xn)

5) Posmatrajmo funkciju y = ln(1+x). Nije texko videti da je

ln(1 + x) = x− x2

2
+

x3

3
+ · · ·+ (−1)n−1 xn

n
+ o(xn).

6) Iz primera 5.13 sledi da je za funkciju y = arctgx Mak-
lorenova formula

arctgx = x− x3

3
+

x5

5
+ · · ·+ (−1)m−1 x2m−1

2m− 1
+ o(x2m)

(ovde smo uzeli da je n = 2m).
Koriste�i date formule mo�emo na�i Tejlorovu formulu sa

ostatkom u Peanovom obliku i slo�enijih funkcija, a da pri
tome ne izraqunavamo direktno izvode tih funkcija. Pre nego
damo nekoliko primera primetimo da je predstavǉaǌe funkcije
Tejlorovom formulom jedinstveno. Naime, poka�imo da iz

f(x) = a0 + a1(x− x0) + a2(x− x0)2 + · · ·+ an(x− x0)n + o ((x− x0)n)

i

f(x) = a′0 + a′1(x− x0) + a′2(x− x0)2 + · · ·+ a′n(x− x0)n + o ((x− x0)n)

sledi da je
a0 = a′0, a1 = a′1, . . . , an = a′n.

Kako va�i o ((x− x0)n) = o ((x− x0)n)− o ((x− x0)n), to je

a0 + a1(x− x0) + a2(x− x0)2 + · · ·+ an(x− x0)n =
= a′0 + a′1(x− x0) + a′2(x− x0)2 + · · ·+ a′n(x− x0)n + o ((x− x0)n) .

Ako sada primenimo limes na levu i desnu stranu ove jednakosti
kada x → x0, odmah dobijamo da je a0 = a′0. Odbacuju�i qlanove
a0 i a′0 s leve i desne strane i dele�i sa x− x0 dobijamo da je

a1 + a2(x− x0) + · · ·+ an(x− x0)n−1 =
= a′1 + a′2(x− x0) + · · ·+ a′n(x− x0)n−1 + o

(
(x− x0)n−1

)
.
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Postupaju�i analogno kao u prethodnom sluqaju dobijamo da je
a1 = a′1 itd.

Primer 5. Predstavimo Tejlorovom formulom tre�eg reda sa os-
tatkom u Peanovom obliku funkciju y = earctg x. Iz Maklorenove for-
mule za funkciju y = ex sledi da je

earctg x = 1 +
arctg x

1!
+

arctg 2x

2!
+

arctg 3x

3!
+ o(x3)

(umesto o(arctg 3x) pixemo o(x3), jer iz arctg x ∼ x sledi da je o(arctg 3x) =
o(x3)). Ali sada iz 6) sledi da je

earctg x = 1 + x− x3

3
+ o(x4) +

1
2

(
x− x3

3
+ o(x4)

)2

+

+
1
6

(
x− x3

3
+ o(x4)

)3

+ o(x3).

Dakle, dobijamo

earctg x = 1 + x− x3

3
+

x2

2
+

x3

6
+ o(x3) = 1 + x +

x2

2
− x3

6
+ o(x3). ¤

Koriste�i Tejlorovu formulu sa ostatkom u Peanovom obliku
mo�emo veoma lako izraqunati neke limese.

Primer 6. Recimo, koriste�i 3) imamo

lim
x→0

1− cosx

x2
= lim

x→0

1− 1 + x2/2! + o(x3)
x2

=
1
2
.¤

Primer 7. Koriste�i 5) i primer 5 imamo da je

lim
x→0

earctg x − x− 1
ln(1 + x)− x

= lim
x→0

x2

2
− x3

6
+ o(x3)

−x2

2
+ o(x2)

= −1.¤

6.5. Drugi oblici za ostatak Tejlorove formule

Neka je f(x) n puta diferencijabilna funkcija u nekoj okolini
U(x0) taqke x0 i neka je za neko x ∈ U(x0) funkcija ψ(t) neprekidna
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na zatvorenom intervalu odre�enom taqkama x i x0, diferencija-
bilna na odgovaraju�em otvorenom intervalu i neka je ψ′(t) 6= 0
za svako t sa tog intervala. Pretpostavimo radi odre�enosti da
je x > x0. Tada postoji ξ ∈ (x0, x) za koje va�i formula

rn−1(x) =
ψ(x)− ψ(x0)

ψ′(ξ)
· f (n)(ξ)
(n− 1)!

(x− ξ)n−1, n = 1, 2, . . . .

Da bismo to dokazali uvedimo pomo�nu funkciju

ϕ(t) = f(x)−
n−1∑

k=0

f (k)(t)
k!

(x− t)k.

Nije texko videti da je

ϕ′(t) = −f ′(t)−
n−1∑

k=1

[
f (k+1)(t)

k!
(x− t)k −

− f (k)(t)
(k − 1)!

(x− t)k−1

]
= − f (n)(t)

(n− 1)!
(x− t)n−1

i

ϕ(x)− ϕ(x0) = −f(x) +
n−1∑

k=0

f (k)(x0)
k!

(x− x0)k.

Sada iz Koxijeve teoreme imamo

ϕ(x)− ϕ(x0) = [ψ(x)− ψ(x0)]
ϕ′(ξ)
ψ′(ξ)

=
ψ(x)− ψ(x0)

ψ′(ξ)
ϕ′(ξ),

tj.

−f(x) +
n−1∑

k=0

f (k)(x0)
k!

(x− x0)k = −ψ(x)− ψ(x0)
ψ′(ξ)

f (n)(ξ)
(n− 1)!

(x− ξ)n−1.

Odavde napokon dobijamo

rn−1(x) = f(x)−
n−1∑

k=0

f (k)(x0)
k!

(x−x0)k =
ψ(x)− ψ(x0)

ψ′(ξ)
f (n)(ξ)
(n− 1)!

(x−ξ)n−1.
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Ova formula se zove formula Xlemilha-Roxa za ostatak Tejloro-
ve formule i iz ǌe se mogu dobiti i druge va�ne formule.

Tako, na primer, za ψ(t) = (x− t)p, p > 0, dobijamo formulu

rn−1(x) =
f (n)(ξ)

(n− 1)! p
(x− x0)p(x− ξ)n−p.

Iz ove formule za p = n dobijamo ostatak u Lagran�ovom obliku

rn−1(x) =
f (n)(ξ)

n!
(x− x0)n,

a za p = 1 i ξ = x0 + θ(x − x0), 0 < θ < 1, dobijamo ostatak u
Koxijevom obliku

rn−1(x) =
f (n)[x0 + θ(x− x0)]

(n− 1)!
(1− θ)n−1(x− x0)n.

Dakle, ako funkcija f(x) ima n-ti izvod u taqki x0, onda mo�e-
mo u okolini ove taqke datu funkciju aproksimirati Tejlorovim
polinomom te funkcije, tj.

f(x) ≈
n−1∑

k=0

f (k)(x0)
k!

(x− x0)k.

Dobijena formula ima barem dva dobra svojstva: funkcija je
aproksimirana polinomom, a polinomi su najboǉe izuqene fun-
kcije, i, drugo, grexku koju pri takvoj aproksimaciji qinimo mo-
�emo proceniti — ona je jednaka |rn−1(x)| (ona je, u principu,
maǌa xto je stepen Tejlorovog polinoma ve�i, t.j. xto vixe iz-
voda ima data funkcija, i xto je taqka x bli�a taqki x0).

Primer 8. Treba aproksimirati funkciju y = 1/
√

8− x Tejlorovim
polinomom tre�eg stepena u okolini taqke x = −1 i odrediti ostatak u
Lagran�ovom obliku.

Imamo da je

f(x) =
1√

8− x
, f ′(x) =

1
2
(8− x)−3/2, f ′′(x) =

3
4
(8− x)−5/2,

f (3)(x) =
15
8

(8− x)−7/2, f (4)(x) =
105
16

(8− x)−9/2,
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pa je

f(−1) =
1
3
, f ′(−1) =

1
2 · 33

, f ′′(−1) =
1

4 · 34
f (3)(−1) =

5
8 · 36

.

Odavde je

f(x) =
1
3

+
1

2 · 33
(x + 1) +

1
8 · 34

(x + 1)2 +
5

16 · 37
(x + 1)3 + r3(x),

gde je

r3(x) =
35
128

[8− (−1 + θ(x + 1))]−9/2(x + 1)4 i 0 < θ < 1. ¤
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