Jlekmuja 1

PEAJIHA ®YHRKIMJA PEAJIHE ITPOMEHJLUBE.
HENNPEEKUJHOCT ®YHKIONJA

» dymrrnumonasHa 3aBucHocT. Haumnu 3amaBama (yHKIUja

» Enxemenrtapue ¢pyurmuje. Kmacuduranuja enemenTapHux (QyHKINTja

» OcHoBHe ocobuHE (QYHKIMja: OTPAHUYEHOCT, MOHOTOHOCT, MAPHOCT
AT,

» Henperunguoct y tauku. Henperkmnnae dynrnmje

» YHuPOPMHA HEIPEKUAHOCT

1.1. ®YHKIUMOHAJIHA 3ABUCHOCT. HAUMHU 3ANABAHA ®YHKIUJA

CBu omHOCU y TIPUPOIU Cy Y3POUHO-TIOCIEANYHOT KapaKTepa, a HeKe
O HUX CMO y CTalmy Ja M3pa3uMo y OONMKYy (U3WYKUX 3aKOHA, y
KOjuMa jenHe (U3WUKE BEJIWYMHE 3aBUCE O IPYTUX, Tj. y OOIUKY
PynryuoHaare 3a8ucHOCU TUX BeauumHa. Ta (YHKIMOHATHA 3aBUC-
HOCT TIOHEKAJ Ce M3paKaBa aHAJIUTUYKMU, (OPMYJIOM, ajlu TO HE MOpa
yBek Outu ciayuaj. Cunyuaj kama moctoju GpopMyna je ciaydaj Kama je
(YHKIIMOHAJHY 3aBUCHOCT MOrylie mpencTaBUTU y HAJjOIPOCTUjEM OO-
JIUKY U YeCTO je TO MOoryhe ypamuTu camo 3aXBaJjby]yNu maenau3aim-
jaMa ¥ TOjeTHOCTAB/HEHmBNMA KOja UMHUMO IIPU MONEJIOBAKY MOCMAa-
Tpate mojaBe. C Tauke rIeIuIITa MaTeMaTUYKEe aHAJU3E CAMO OBaj
HA4YWH U IpEeACTaBba MHTepec. Ipyru HauuwH 3a mpencraBbame QyH-
KIIMOHAJIHE 3aBUCHOCTU cy Tabaume. Ha mpumep, mocmarpa ce ek-
CIIEPUMEHTAJIHO KAKO 3aBUCHU TEMIIEPATYPA Khyvama 6 HeKe TeUHOCTHU
on mputucka p m ¢dopmupa ce oarosapajyha rabiauma. Moxke ce
(YHKIIOHAJIHA 3aBUCHOCT IIPEACTABUTUA IUPEKTHO rpadurkom. Ha npu-
Mep, 6aporpa(b1 upra 6aporpam, rpadur npoMeHe aTMOC(HEePCKOr IPU-
THUCKa TOKOM JaHA.

!Baporpa¢, camomumy iz npu6op, je MeTepeoIOmKY NHECTPYMEHT 38, PETUCTPALI]Y
IIpOMEHa aTMOC(EpPCKOr IpuTrcKa. Pann Ha npuHnumny GapomMerpa KOjeM je IPUIOIAT
peructparuonu ypebaj.



Jenny on BenmuwmHa y (YHKIMOHAJIHO] 3aBUCHOCTU IPOTJIAIIaBAMO
3aBUCHOM, a apyre HesaBucHuMa. OaroBapajyhe mpoMmeHspuBe y aHa-
JIMTUYKOM M3Pa3y Tala 30BEMO 3a48UCHA NPOMERHUBA U HEZABUCHE NP O-
Mmenpuea. PermmMo mocToju Tako3BaHa OapoMeTpujcka GopMyIa:
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D = poe™,
rme je pg — aTMOC(epCKM NIPUTUCAK HA HUBOY MOpa, k — HEKa KOH-
cTtaHTa, h — BUCWHA HA KOjOj Ce aTMOC(PEPCKU NPUTUCAK MEPU U P

— aTMoc(epCKM MPUTUCAK HA AATOj HAAMOPCKO] BucuuuU h. Y 0BOj
dopMynIM p je 3aBUCHA NPOMEHJ/bMBA WIX (QyHKIMja, a h He3aBucHa
IPOMEHJLUBA UJIU apryMeHT.

Koja he BemuumHa OMHOCHO MPOMEHJ/LMBA OWUTW 3aBHCHA, OJHOCHO
HE3aBUCHA, 3aBUCU BUIIE OJ IUJHEBA U MOTpebda mocMaTpama HEro O
came mpupogne crBapu. Ha mpumep, ako ce m3 Hapomerpujcke ¢Gop-
MyJe m3pasu h mpexo p nmobuja ce dpopmyna

he P

kop
KOja Ou 3a mmioTa Ouia MHOTO BasKHUja, jep IPEKO IPUTUCKA Oaje
BHCHHY, Y OBOM CJIy4ajy, aBUOHA, & OBJE je p apT'yMeHT, a h QpyHKIuja.
Huje Temko mpmmeruTu, na je caBpeMeHU IojaM (VHKIUje, KOjU
CMO yYBeJM Yy IJaBU 2, MaTEeMaTWYKU MOJeJ] (QYHKIMOHAJHE 3aBUC-
moctu. Crynm peasHux OpojeBa, KOje HE3aBUCHA MPOMEHJLUBA Y HEKO]
(YHIMOHAJIHO] 3aBHCHOCTM MOXKE Y3WMMAaTH, WJIM KaKO CMO I'a 3BaJu
— obsacTt meuHMCAHOCTU WJIW JOOMEH oarosapajyhe ¢yukuuje, je
npuponuo onpeben kapakTepoMm mare GpyHKIUOHAJHE 3aBucHOCTU. Ha

IpUMep, 3aKO0H CI0OOIHOT Mana ILJlacu

_ gt
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3a BpEOHOCTV HE3aBUCHE MPOMEHJpUBE t AICYPAHO je y3UMATU YakK
CBaKU HEHeraTWBaH peaJsiaH Opoj, jep kama ce temo Habe Ha 3eMibu
BUIIIE HEMa CMUCJIa [IOCMAaTPATU OaTO KPeTame, Tj., JIAKO je BUIETH,
na t y3uma BpeIHOCTH ca 3aTBopeHor mHrepsaua [0,1/2h/g], roe je h
BHUCHHA ca Koje ce teso bama. [Ipumermmo ma maTy (QyHKOM]y YKUCTO
(opMaJIHO MMa CMUCJIa IOCMATPaTUA 3& CBAaKO I.



[Ipumerumo na Heke QyHKUMje HUje Moryhe M3pa3uTu GOPMYJIIOM.
Ha mpumep, 10 je uecTt ciayuyaj ca ¢yHKuMjamMa U3 Teopuje Opojema.
Pemumo, taksa je Ojuaeposa ¢pysrnuja ¢(n), Koja 3a CBakU IPUPOIAH
O6poj n maje 6poj cBux GpojeBa y Husy 1,2,...,n—1,n Koju cy y3ajaMHO
mpocTtu ca n. Tako, HA mpuUMeD,

e(1) =1, p(2) =1, p(3) =2, p(4) =2, ¢(5) =4, p(6) = 2 urx.

Hexe ¢pyurnumje nuje moryhe uzpasutu jennoMm GopMyJaoM 3a CBE BPE-
moctu. Ha mpumep, HupuxneoBa ¢pyHruuja ce medpunume zHa ciaenehu

HAUUH:
Fz) = 1, =z pamuonamrO
1 0, z upanuoHAJJIHO

To je cnyuaj m ca GyHRUIUjOM cuzHym 00 T:

—1, ako je x <0,
sgn(z) = 0, axo je x =0,
1, ako je z > 0.

Y mameM TEKCTY, 4eCcTO heMO MOMUILATH U PeaJsiHy (OYHKIU]y peaJiHe
IPOMEHJBUBE Y = [x], yeaobpojua epednocm on x, KOjy mepuHUAIIEME KAO
HajBehu meo 6poj KOju je Mamy UIX je JHAK O JaTe peaJjiHe BPeTHOCTU
x. Ha mpumep, [2.7] =2, [3] =3, [-1.2] = =2 ura. IIpsu rpadur noue,
ciesa, je rpadur pyukriumje y = sgn(zr), a apyru ¢yakuuje y = [x].
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Knaca peannux ¢ynrnmja koja he 3a Hac OUTU IPBEHCTBEHO O
UHTEpeca je Kiaaca T3B. eaeMmMeHaTpanux ¢yurnuja. OHa je u riaBHU
objekar meja MaTeMATWYKEe aHaAJIMU3e KOjuM hemMo ce OaBUTU Y OBOj
KIbU3U.



1.2. EJEMEHTAPHE ®YHKIUJE. KIIACUSUKALINIA
EJEMEHTAPHUX ®YHKIWJA

Ocnosre enemenmapne pyrrkyuje cy: KOHCTaHTHaA (QYHKIUja Yy = C, TIe
je ¢ mpom3Bo/baH peajiaH Opoj; cremeHa ¢yHEKIUja ¥y = %, a € R,
Ipy YeMy akKoO je (@ MpaluoOHAJAH WM PAIMOHAJIAH Heleo OPOoj, oHOa
y3umamo na je x > 0; ekcnonennujanna yurnuja y = a® (a > 0, a # 1);
WHBEP3HA (YHKIUja 38 €KCIOHEHINM]aJHY, Tj. JIOTAPUTaAMCKa (DYHKIN]ja
y = log,x (a > 0, a # 1); TpuroHomerpujcke (pyHERIUje y = sinzx,
Yy =cosz, y =tgr u y = ctgr; nEBEep3HE TPUTOHOMETPUjCKe (YHKIVjE
y = arcsinz, y = arccosz, y = arctgr u y = arcctgx.

Csaka ¢(yHKIUja KOja ce MOKEe 3aJaTU EeKCIIUIUTHO (OPMYIOM
KOja ce mobuja KOHAYHOM TPUMEHOM OCHOBHUX aAPUTMETUYKUX Olepa-
oMja M CyHepIo3WnMja O OCHOBHUX eJIEMEHTAPHUX (YHKINja 30Be Ce
eaemenmapna pyrxyuja. Ha mpumep, enemerTapHe QyHENUje Cy:

1
y =1+ +/lgcos2rz, y:sinln(1+7) WUTH.
x

Enementapue ¢yurmuje ce obuvno riacudpuryjy y ciaenehe 4 rpymne:

1) noauromu (Bumu rnasy 4);

2) payuonanne Pynrkyuje, pyHKUUje KOje HUCY MOJIMHOMU, AU CE
MOTY MPEACTABUTU Yy OOJUKY KOJUUHUKA BA MOJIUHOMA;

3) upayuonasre Pynkyuje, GyHKIMIje KOje HUCY HU HOJIUHOMU, HU
panuoHaJIHe (QYHKIMje, aJi ce MOTY NOOUTH OX PAlMOHAJHUX
1 CTEIIEHUX q)yHI{HI/Ija KOHaQYHOM IIPMMEHOM apUTMETUYKNX OIle-
panuja 1 CymepIro3uluja;

4) mpancyedenmne gyrnryuje, GYHKIMje KOje He IPUNALA]Y HUjeITHO]
Ol MPETXOJHUX KJIaca.

Penumo, ¢ysrmnuja

f(z) =32% + 42 — 523 +1
je monmHOM, (QYHKIN]a

B 320 + 42t — 523 + 1
B 7 — 543

f(z)




je mpuMep panuoHaJHe (YHKOUje, QYHKIN]a

2/3 328 + 4zt — 523 +1

f(x) = (4a® — 52 + 1) 513

je mpuMep WpanumoHAJNHE (QYHKIUje, a Ka0 IPUMePU TPaHCIeNEeHTHUX
(YHKIIIja MOTY IOCIYKUTH €KCIOHEHNIMjaJHa (YHKIWja, JOTapUTaM-
CKa (YHKIVja, TPUTOHOMETPUjCKe (YHKIMje U KHUXOBE MHBEP3HE (QyH-
knuje. Vpamuonanna (yHKIUje CY U Tunepoosudky CUMYC U TUNep-
b0AUMKY KOCUNYC, KOje Ce PelOM 3amaajy pesalujama

x —X

e’ —e€

X —X
th:T u chx:i

2

Omo mTo HUje TPUBMjATIHO MOKA3ATHU je, Ha IPUMED, Aa CY QYHKIUje
y =sinz u y = log x TpaHCIeNEeHTHE, Tj. Ja HE IPUMIALAjy HEKO] O IpBe
TPU I'pyle ejeMeHTapHux ¢yHknuja. Ha mpumep, ¢pyHrmuja y = sinz
HEe MOKe OUTHM jenHaka HEKOM MOJUHOMY, jep MOJUHOM MMa KOHAUHO
HyJa, & CUHyCHa (QYHKIVja OECKOHAYHO; He MOKE OUTU jenHaKa HEKO]
paIuoHaJIHO]j, jep palroHAJNHA (YHKIUja WUINU je HeOIpaHWYeHA, WUIU
UMa aCHMIITOTE y 400 U —00, & CUHYCHa (YHKIM]ja je orpaHndeHa u 0e3
acuMnroTra. Ay moka3aTy Ja CUHYCHa (YHKIUja HUje MPalOHATIHA
(YHKOUja je MHOTO TeKe.

Y majseMm u3iaramy mpermnocraBhalieMo ma umTaolr mMa OCHOBHA
3Hama O OCHOBHUM eJIEMEHTAPHUM (YHKIVjaMa.

1.3. OCHOBHE OCOBUVHE ®YHKIIUJA: O'PAHUYEHOCT,
MOHOTOHOCT, MTAPHOCT UT/I.

ITocmarpajmo cana peanne ¢yuruuje, Tj. Gymruuje tuma f: X —
R, rme je X nmpomsBoman ckyn. TakxkBa (yHKIUja Ce 30BE 02DpaHUMENG
000300 [ozpanuvena 000320], ako mocToju peasaH 6poj m [M] rakas
na je m < f(x) [f(z) < M]. Axo je ¢yHKIMja OrpaHnyeHa OLO3r0 U
010310 KayKEMO 1a je oHa ozpaHuyena. Jlako je Bumetwm na je ¢pyHKIUja
orpaHMyYeHa, ako mocToju peasan 6poj M > 0 rakas na je |f(x)| < M.

Heka je cama f: X — R, X C R, peamna ¢yHKIUja peaJiHe
npomensbuBe. Kaxemo ma je ¢yurumja f pacmyha [onadajyhal ¢dyu-
kruja Ha A, A C X, ako 3a cBako x1,T2 € A u3 x1 < X9 ciemu



f(z1) < fx2) [f(z1) > f(x2)]; kAskeMO na je f empozo pacmyha [empozo
onadajyha) dyurnmja Ha A, ako 3a CBako r1,Ty € A U3 x; < x9 ciaenn
fz1) < f(z2) [f(z1) > f(x2)]. ®PyHERmUja je monomoHa [cmpozo mono-
monal, ako je pacryha mam omamajyha [mnm crporo pacryha, wam
crporo omanajyhal.

dynrnuja f: R — R je napna [nenaphal, ako 3a cako x € R Baku
f(=z) = f(z) [f(—z) = —f(x)]. Ako je ¢pyHEUM]a mapHA HeH rpaduk
je cuMeTpuUdYaH y ONHOCY Ha Y-OCy, & aKO je HemapHa HeH Ipaduxr je
MEHTPAJHOCUMETPUYAH ¥ OJHOCY HA KOOPAUHATHU MOUYETAK.

dyurkmuja f : R — R je nepuoduuna, ako mocroju peasan Opoj
T # 0 rakaB ma je f(x +7T) = f(z) 3a cBako z € R; rakso T, ako
mocToju, 30Be ce nepuod. Ckynm cBuUX mepmoaa nare (GpyHKIUje UNHU
KOMYTATUBHY TDYIy y OIHOCY Ha omepamujy +. Aro je ¢yHKuuja
IepruoauyYHa, Tana je oI uHTepeca ma ce nabe me 6maI0 KOju, HETO HAj-
MarbU MO3UTUBAH MEPUOT; aKO TAKAB MMOCTOJU OHIA CE OH 30B€ 24G8HUM
(unu ochosHUM) NEPUOOOM.

IIpumep 1. CunycHa m KOCHMHYCHa (YHKIMja MMajy OCHOBHU NePHUOJ 27, KOH-
CTAHTHa (DYHKIMja HEMa OCHOBHU IIEPUOJ, aJU je CBaKu peasaH 0poj pasiamuut ox 0
IEH mepuot, mepuon 3a upuxiaeoBy ¢yHKuujy je cBaku panuHajaH O0pOj pa3induT
on 0.0

YonmruMo nojaM MEePpUOAUYHOCTH U Ha (PYHKOUjE KOje HUCY nedu-
HucaHe cBygna Ha ckyny R. Peasnna (ynknmja peasne mpoMeHJbUBE
f: X = R, X CR, je nepuonnuna, ako mocroju 1 # 0 TarkBo ma je
x+T € X u f(x+T) = f(x) 3a ceako ¢ € X. Tarse cy, penumo,
Gyurmuje y = tgx u y = ctgx (0OCHOBHU mepuoJ OBUX (QYHKIMja je 7).

Peanna ¢yuruuja peanne npomenmsuse f: X — R, X C R, uma y
Tauyku To € X A0KAAHU MUKUMYM [A0KAAHU MAKCUMYM|, aKO TOCTOJU
peanan 6poj € > 0 rako ma je f(zo) < f(z) [f(zo) > f(z)] 3a cBako
x € (xo —e,m0 + €).

Raxxemo ma peanma dymrmuja f: X — R y3uma y Ttaurm g € X
najmamy epednocm [najeehy epednocm]|, ako je f(xg) < f(x) [f(zo) >
f(z)] 3a cBako z € X, 1j. f(xg) = n}}nf [f(zo) = m)?xf].



1.4. HEIPEKUIHOCT ¥ TAUKU. HENPEKUIHE ®YHKIUJE

Heka cy (X,dx) u (Y,dy) nBa nmpousBosbHa MeTpuuka npocropa. Pyn-
kmmja f: X — Y u3 mpocropa X y mpoctop Y je menpexudna y mauxu
xo € X, aKO BaKu

(Ve > 0)(36 > 0) f[U(z0,0)] € U(f(z0),¢)-

OsBoMm medunHIIIjOM HenpekuaHoCTH 0OyxBahen je “mmeamuu” ciy-
4gaj: ¢yHrumja f je 3amara Ha unmrtaBoM npoctopy X. Yemhe ce pas-
MaTpa ONIITUJU CIyYaj, Kaaa cy JaTta ABa MeTpudka npocropa (X, dy)
u (Y,dy), n ¢pysrmuja f: E — Y, rne je E C X. Kakemo na je
dyurmmja f Henpexuona y mavwku xro € E, ako Baxku

(Ve > 0)(30 > 0) f[U(zo,6) N E] C U(f(x0),€)-

Ilocnenma dpopmyna ce He pas3iIUKyje MHOTO O IPBE, jep, V CYMTWHU,
TO je mcro: ako ¢ymurmujy f: E — Y cxBatumo Kao (GyHKIUjy ©u3
nornpoctopa F mpocropa X y mpoctop Y, OHIA je J-OKOJUWHA TadKe
oy E cryn U(zg,d)NE (oBze je u name ca U(xg,d), o3HaYeHA 0-OKO-
JuHA Tadke g y npoctopy X ). Ako o3HaumMo momeH ¢yHruuje f ca
D(f), onma npuHOUNUjeIHA jeIHAKOCT FOPHUX (HOPMyJa HOCTaje joIr
ouuryiefHUja, jep oHe 0be cy ekBuBaJeHTHe ciaenehoj dopmyn

(Ve > 0)(36 > 0)(Vx € D(f)) dx(zo,z) < = dy(f(xo), f(x)) <e.

3a mac he mocebHO OUTH MHTEpPECAHTAH CIydYa] peasiHe (yHKIUje
peanme mpomensuBe. Herka je, makne, mara ¢yurmmja f: E — R,
rue je E C R. U3 rope matux mepuuunuja cienu na je ¢pysHxuuja f
HETIPEeKUIHA Y TaYku To € F/ ako Baxku Gopmyiia

(Ve >0)(36 > 0)(Vx € E) |x — x| <= |f(z) — f(xo)] < e.

Raskemo ma je dyurmmja f nenpexudna Ha A, roe je A HEKU TOACKYT
nomeHa GyHEOMje f, aKO je HempeKuaHa y cBakoj Tauyky ckyma A. Ako
je OyHKnUja HeNmpeKnOHA Yy CBUM TadKaMa JOMeHa, KaKeMO na je OHa
MPOCTO HenpeKuoHa.

Teopema 1. 3a ¢ynryujy f: X — Y uz npocmopa X y npocmop Y
caedeha maephemwa cy exsusarenmua:



(i) f je nenpexuona dynryuja;

(ii) 3a ceaxu omsopen ckyn V y'Y cxyn f~H(V) je omeopen y X;

(iii) 3a ceawu zameopen cxyn F yY cxyn f~Y(F) je sameopen y X;

(iv) sa ceaxo A C X eamcu da je f(A) C f(A).

Joxas. (i = ii) IlpernocraBmamo na je GyHKUMja f HEIpEKUIHA.
Hexka je V otsopen ckyn y Y. Tpeba nokaszaru xa je f~1(V) orsopen
ckyn y X. Yawummo mpomssossHo x € f1(V). Kako je V orBopen
ckyn y Y, to 3a taury f(x) mocroju € > 0 rakso ma je U(f(z),e) C V.
Kako je ¢ymruumja f mHempexkmana y CBUM TadykaMma JOMEHA, TO je OHA
HENPEeKUAHA U Yy &, Ha 3a youeHo € nocrtoju 0 takso aa je f(U(x,d)) C
U(f(x),e) € V. Onmasme mmamo na je U(z,6) € f~4V). Canma us
Teopeme 1, riaBa 5, ciemu ma je ckyn f1(V) oreopen y X.

(it = 4ii) IlpermocTaBuMo cama na 3a CBaku OTBOpeH ckym V y Y
ckyn f71(V) je orBoper y X, 1 y3MUMO IPOM3BOJLAH 3aTBOPEH CKyT F
y Y. Tana je Y\F orsopen y Y, nma je f~1(Y\F) orsopen y X. Amm
ouma je X\f Y(Y\F) = f~!(F) zarsopen y X.

(711 = iv) IlpernmocraBuMoO cama Ia 3a CBaku 3aTBOPeH ckyn F y
Y crxyn f~Y(F) je zatBopen y X. Hera je A C X. Kaxo je f(A) C
f(A), To je AC f71f(A)] C f'[f(A)]. Cana u3 3aTBOpEHOCTH CKyIa
P caenn A € £F(A)), 7. £(A) C £ [FA)]] C FA).

(iv = i) IIpermocraBumo cama nma 3a cBako A C X Baxku ga je
f(A) C f(A). Ysuumo mpousBomHY Tauky o € X U TOKaKUMO 72 je
GyHKUMja HempekumHa y . ¥Y3MuMO mpousBosHy kyray U(f(z),e).
Youmvo ckyn A = X\f Y U(f(z),e)). Tana je f(A) C Y\U(f(x),e).
Amu onna je f(A) CY\U(f(2),¢), na je f(A) CY\U(f(z),e). Onasne
clemu ma Tauka z He mpumana A, ma mocroju kyraa U(z,6)NA =0, u
caenu na je f(U(z,0)) CU(f(x),e). O

Teopema 2. Axo je gynxyuja f: X — Y nenpexuona y mawxu o, @
pynkuuja g: Y — Z, y mauku f(xo), onda je dynryuja g o f nenpexuona
Y ManKy .

Jokas. Heka je yo = f(xo) u 20 = go f(xo) = g(f(x0)) = g(yo)-
Y3MumMo npousBossHy e-oronuny U(zp,e) Tauke zg. Kako je g mempe-
KugHa (QYHKOMja y Tadku Yo, TO nocroju &-oxosumua U(yp,e’) Taukre
yo Taksa ma je g(U(yo,e')) C U(zp,e). CamvHo, U3 HENIPEKUIHOCTU
¢yurmuje f(z) caemu ma mocroju J-okomuua U(zp,d) Tauke xy Taksa
ma je f(U(zo,0)) € Ulyo,e’). Omasne je g(f(U(zo,0)) € g(U(yo,")),




mro 3ajexuo ca g(U(yo,e')) C Ul(zo,e) maje g(f(U(zo,6)) C Ulzo,€),
mTo je u Tpebajo ma ce mokaske. [

IMocnemuna 1. Komnosuyuja dee nenpexudne gyrnkyuje je nenpexuo-
Ha PyHrYUja.

OcraBmamo unraony (Kao He MHOTO TERAK 3a]aTaK) Oa HOKAKe
creneha TBphema.

Teopema 3. Axo je dynryuja f: X — Y nenpexudna y mawku xg
v E C X npoussoman nodckyn npocmopa X, Koju cadpacu mavwky To,
mada je u pecmpuryuja flg: E —Y dynxyuje f na ckyn E nenperxuona
Y MauKU .

IMocnemuna 2. Axo je dynxuuja f: X — Y nenpexuona v E C X
npousgomar nodckyn npocmopa X, mada je u pecmpuxyuja gynryuje f
na ckyn E nenpexudna gynxyuja.

IIpumep 2. Heka cy (X1,dx,) u (X2,dx,) aBa Merpuuka npocropa. Pyukmuje
p1: X1 X Xo — X1 mp2: X1 X Xo — Xo, vae je pi(z1,22) = x1 u p2(z1,72) = T2 32
cBako (z1,x2) € X1 X Xo, ce 30By penoM npsea u 0pyza npojexyuja.

Ha ckyny X1 X X2 yBeAUMO METpUKe KOje Cy IO aHAJOTUjU U3BEJEHE U3 METPUKA
di, d2 n doo nmeumncanux mHa ckymy R?; amanorumja je TOJMEO OUMIIIemHA IA Y OBOM
CIydajy 4Yak OCTaBbaMoO ucTe o3Hake. [lakme, meka cy & = (x1,22) n y = (y1,y2)
npou3BosbHE Tauke mpocropa Xi X Xa2. Tanma yBemumo Ha crymy Xi X Xa ciaenehe
METPUKE:

di(z,y) = dx, (z1,y1) + dx, (22, 92),  da(z,y) = /[dx, (x1,91)]> + [dx, (w2, y2)]?
doo(z,y) = max{dx, (v1,1), dx, (v2,92)}

Huje Temko mokazarm ma ako y3ameMmo Ha ckymy Xi X Xz Ouigo KOjy On HaBeIEHUX
MeTPHUKa, OHIA Cy IpOojerruje Hempekunae ¢pyuruuje. [loraxkmmo To 3a MeTpury ds m
npojekmujy pi. Tpeba mokazaru ma je mpBa MPOjeKIUja HENMPEKUIHA Y MPOU3BOJLHO]
Tauku mpoctopa X1 X Xo. Y3MMMO cTOra mpOM3BOMBHY Taudky (Zo,yo) € X1 X Xo m
nponssBosHO € > 0 (mornemajre omrosapajyhy mepununmjy). Ilorammmo ma je no-
BOHO yseTu ma je § = e. Hamme, m3 dx, (zo,z) < \/[dx, (z0,7)]2 + [dx, (yo,y)]? n
V1dx, (2o, 2)]2 + [dx, (yo, y)]? < § cirenm

dx, (p1(20,y0), p1(z,y)) = dx, (0, x) < I = ¢,
mTo je u Tpebaso mokazaru. [

Ilpumep 3. dymrmuja cabupama peamnux 6pojesa +: R? — R je mempernmma.
Haume, y3MuMO Ipou3BObHY Tauky (o, Yo) € R?. Tpeba mokazaru 1a Baxu GOPMYIa

(Ve > 0)(36 > 0)(V(z,y) € R?)
V@ —20)>+ (Y —50)?> <8 =|(z+y) — (zo+ o) <e.
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Y3mumo npoussossHo € > 0. Ilokasmmo na 3a § = £/2 ropma (opMmysa Basku.
Ounrnenno je, naus \/(z — 20)2 + (y — yo)? < €/2 cnemu |[z—zo| < £/2 1 |y—yo| < €/2.
Cana nama ¢popmyia je Tauna, jep je

(@ +y) — (w0 +yo)| < |z — 0| + |y —yo| <e/2+¢e/2=¢.0

Ilpumep 4. Tlokamumo ma je MHOKEHA peamnux 6pojesa - : R? — R raxobe
npuMep jenHe HEIPEeRnAHe QyHKIpje. Y 3MUMO CTOra IPOU3BOJBHY TAUKy (Zo,Yo) € R2.
Heka je M > 0 rakBo ma je |zo] < M u |yo| < M. Tpeba norasatu na Basku popmya

(Ve > 0)(36 > 0)(V(z,y) € R2) \/(a: —20)2+ (y —y0)? < 0 = |zy — zoyo| < &.

Y3mumo npousBosmsHO € > 0. IMokaskumo na 3a § = min{l,¢/3,¢/(3M)} ropma ¢op-
myna Bawn. W3 \/(z — 20)2+ (¥ —y0)2 < § cremm |z — xo| < 6 u |y — yo| < §, ma
nMaMo

lzy — 2oyo| = [zo(y — o) + (z — 20) (¥ — yo) + yo(z — xo)| < [wolly — yol +
€ € €
— — — <M—+1--+M-— =¢.0
+ |2 — @olly — ol + [yol|z — 0| s TligtMagp=e
IIpumep 5. Ako cy ¢pyuruuje f: E — R u g: E — R, rne je E C R, menpexunse,
ouma je m ¢pymrmmja h: E — R? rme je h(z) = (f(z),9(z)), rakobe mempermmra.
Y 3mumo npomsBobHO To € E. Tpeba morazaru ma Baxku GpopMmyiia

(Ve > 0)(36 > 0)(Vz € E) |z — 20| < 8 =/ (f(2) — f(20))? + (9() — g(20))? < e.

Yamumo nponssBossHo € > 0. I[Tomro cy ¢pymrumje f(x) u g(x) Henperngue, TO mOCTOjE
peausnu 6pojesu ¢’ u 8" TaxBu na 3a cBako r € E us |vr—x0| < &' cnemu |f(z)— f(zo)| <
€/2, am3 |z — x0| < 8" cmemm |g(x) — g(wo)| < /2. Amm Tanma 3a cBako ¥ € E Takso
na je |z — zo| < § = min{d’, 6"} mobujamo

V(@) = f(20))2 + (9(z) — g(w0))? <
<|f(x) = flwo)| + |g(x) — g(wo)| < e/2+¢e/2=¢,

mTo je n Tpebaiio na ce moxake. [

ITpumep 6. Kopucrehu mperxonmse mprMepe, NOKaKAMO Oa je CBAKU IOJIMHOM
HENIpEKUHA (yHKIUja.

IIpumerumo ma ako cy ¢ymrmuje f: E - Rug: E — R, rume je E C R,
HEIPEeKUIHe, OHIa je 1 30up 1 npom3Box TUX GyHKIMja Takobhe Henpekuaua QyHKIM]ja,
jep je f(z)+g(z) = (+oh)(z) u f(z) g(z) = (-oh)(x), rzme je h GpyHruMja U3 TpETXOAHOT
npumepa. IlpumeHoMm mMaremMaTuuke WHIYKIMje 0OMjaMO na aHAJOTHO TBPDeme Bayku
”u 3a N TakBUX (yHKIUMja. AnM Taga HENPEKUTHOCT MOJIMHOMA CJIEOU U3 HEIPEKUI-
HOCTM maeHTHUKe QpyHEmmje id g (x) = £ u KoHCTaHTHE (QyHRIUjE (HEIPEKUTHOCT OBHX
$GyHKIMUja cilenu QUPEKTHO W3 ;Le(bnﬂmunje). O

Beoma Bakmy kIacy HeNpeKMIHUX (YHKIVja YNHE eJeMeHTapHe
¢yHKNUje, Koje Cy HEIPEeKUIHE Y CBAKO] TAUYKM y KOjOj Cy Ie(UHUCAHE.
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IIpumep 7. IMoka:xumo na je pyrupja f(x) = cosz cByma HeIpEKUIHA (YHKI]jA.
Y3amumo npousBosmsHOo o € R. Tpeba mokasatu ma je

(Ve > 0)(36 > 0)(Vz € R) |z — zo| < § = |cosz — cosxo| < €.
¥Y3mumo npoussosbHO € > 0. Tanga mosxkeMmo y3eru na je & =g, jep je

|z — o

rT+xo . T— X0
sin

<2
2 2

|cosa:fcosxo\:‘7251n < = |z —xo| <e.O
Teopema 4. Pynuxuyuja f: X — Y je nenpexuona y mauku Ty axko u
camo axo 3a ceaxu Hu3 (xy) y X Koju Kowsepzupa ka xoy eaxncu 04 HU3

cauka (f(zn)) yY xoneepzupa xa f(xo).

Jlokas. IlpernocraBumo na je ¢pyukuuja f(x) HenpekumHA y TAUKM
X0, 1 HeKa Hu3 (z,) KoHBeprupa ka xo. llokaskumo rana na je (f(z,)) —
f(zo), Tj. mokaskMMo na Basku Gopmyiia

(Ve > 0)(3ng € N)(Vn € N) n > ng = dy (f(xo), f(xn))) < &.

Y3mumo npons3BossHO € > 0. Tana u3 menperunpunoctu ¢pyuruuje f(z) y
TauKu T caemu ga 3a gato € nocroju 6 > 0 takso ma je f(U(xp,d)) C
U(f(zo),e). Anu rako (z,) — g, TO 3a n3abpaHo 0 MOCTOJU Ny TAKBO
Ia je 3a CBaKO m > ngy 3am0BOJBEHO T, € U(wg,d), ma je f(x,) €
U(f(zo),€), 3a cBaKO n > ng, WTO je U TPeBAIO MOKA3aTH.

[TpernocraBuMo cana ma 3a cBaku HU3 (x,) v X KOju KOHBeprupa
kKa xo Baxku na Hu3 ciauka (f(z,)) y Y komseprupa ka f(xg), u na
¢yurumja f(xr) HMje HemperummHa y Tauyku ro. KRako dymrmumja f(x)
HUje HENPEKUIHA y TAYKU Ty, TO MOCTOju £y > ( TAKBO ma 3a CBAKO
n € N nocroju y, € U(xo,1/n) 3a koje Bawn f(y,) & U(f(z0),c0). U3
nocuenme penanuje ciaemu na uu3 (f(y,)) He KomBeprupa ka f(zg).
C mpyre crTpaHe HUje TEIKO OpuUMeTUTH na Hu3 (y,) — o, Oa IO
npernocrasuu Baku na (f(yn)) — f(zo). VI3 nobujene koHTpaaukmmje
caenn na je ¢pyHrmumja f(x) HemperumHa y TAdrM To.

3a ycioB u3 meUHUNMje HEIPEKUIHOCTU KAKEMO 1A je Ycaos He-
npexudrocmu uspaxcen na “e-0” jesuky. Axro ¢(yHKIZja 3aT0BOJHABA
YCJIOB W3 MPETXOMHE TeOpPeMeE, KOjU Je €KBUBAJEHTAH YCJOBY HEIpe-
KUIHOCTU, OHZIA CE€ YeCTO Kaske ma je oHa wenpexuona no Xajney. Ilper-
XOJHA TeopeMa Jaje HaM 3a MpaBO Aa y3MeMO OWJIO KOjU O OBa ABAa
ycJyoBa 3a Oe(pUHUNN]Y HETPEKUTHOCTHU.
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Kaxemo ma ¢pyuruuja f: X — R docmuace ceojy najeehy dowy [naj-
Mawy 20pwy| epanuyy, ako mocroju « = infx f = inf{f(z)|z € X}
[0 = supy f = sup{f(z)|x € X}] u nmocroju o € X rakBo ma je
f(xo) = a [f(zo) = [] (rakBux Tavaka Kao MWTO je Ty MOKe OUTH
Bume). Jpyrum peumma nocroje o = miny f = min{f(z)|z € X}
[ = maxx [ = max{f(z) |z € X}], na kpahe raxemo na ¢ysruuja f
umMa Munumym [maxcumym] Ha X, wiam na ¢yaruumja f docmuoce ceoj
Munumym [marcumym] Ha X.

Cse ¢yurmuje, o KojuMa je HaJabe PeU y OBOM IOTJIaBibYy, buhe pe-
anmHe QyHKUUje peasine npoMenssuBe. [lokaskuMo 3a oBakBe (QyHKIU]je
HEKOJIMKO BEOMa BAKHUX CTABOBA.

Teopema 5. [Bajepmrpac] Ceaxa nenpexudna wa 3ameopenom uH-
mepeany PYHKUUIa uMa Ha HEMY MAKCUMYM [MUHUMYM).

Zoxas. lokasxknMo na HempekugHa (OyHKIUja f HA 32TBOPEHOM WH-
TepBany [a,b] mMa Ha BeMy MakCUMyM (CJIMYHO ce HMOKa3yje Oa OHAa
nma Ha memy muHnMyM). Heka je A = f([a,b]). Ako je A ronauHo,
ouma je supA = maxA € A, u tBpheme je, OUUTIENHO UCIYHEHO.
Crora MOKeMO mpeTnocTaBuTu aa je A GeCKOHAYAH CKYII.

Ako Cckyn A HUje OrpaHUYeH OHO3T0, OHIA Y3MUMO IPOU3BOJLHO
y1 € A. Batum Hera je yo € A, TakBo ma je yo > max{y;,2}, na y3 € A
TakBO, na je y3 > max{y2,3} wra. Hacrasmajyhu tako mobuhiemo
crporo pacryhu Hu3 (y,) KOju y mUpPEM CMUCIY KOHBEPIUPaA Ka +00.
3a cBako y; mnzabepumo jemHo r; TakBo na je y; = f(x;). Hus (zp)
je orpanmuen, na nmo Bosmano-BajepmrpacoBoj TeopeMu nMa KOHBEP-
PeHTHU HOMHU3 (Zp,); HEKa je Ty Tadka KOjOj KOHBEPrupa Taj IOMI-
Hu3. Kako je ¢pymrumja f(x) memperkummna, To m3 teopeme 4 ciaenu na
(Yn,,) — f(z0). C mpyre crpane, nonaus (y,, ) HAje KOHBEPIEHTAH, jep
Kao MOJTHU3 HU3a KOjU y MUPEM CMUCIY KOHBeprupa ka —+0o0, takobe,
y MMUpeM CMUCILY KOHBEpTrupa ka +oo. M3 mobujeHe KOHTpaIUKIM]je
ciemu na je CKym A orpaHUYeHO OI03TO0.

Haxkne, A je orpanuuen omo3ro, ma mnocroju ¢ = sup A. Tpeba mo-
KaszaTu ga je ¢ € A, ma cTora mMpeTmoCTABUMO Ia TO HUje TAUHO, Tj.
Heka je ¢ € A. Y3MuMO npom3sBOJBHO Y1 € A TaksBo ma je y; > c— 1/2.
Takso y; mocroju, jep 6poj ¢ — 1/2 Huje ropwa rpaxuna 3a ckym A.
IMomro je y; < ¢, Tauka y; + (¢ — y1)/2 HUje ropwa rpanuna ckymna A,
na mocroju Y2 € A takBo ma je y1 + (¢ —y1)/2 < y2. Kaxo je y2 < ¢,
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Trayka Y2 + (¢ — y2)/2 HUje Topwa rpanuna ckyna A, ma mocroju y3 € A
TakBO Ha je Yz + (¢ — y2)/2 < y3 ura. Hacrasmajyhu tako, mobujamo
crporo pactyhu mHu3 (y,). 3a cBako n Baxu |c — y,| < 1/2". Hanwme
3a n = 1 oBa penamnuja, OUNTJIEIHO, BaKU. [IpeTmocTaBUMO ma Basky
3a HEKO N U TMOKa;KUMO 1a OHJa Bazku 3a n + 1. Vimamo

lc = Ynt1| < |c—yn —(c—yn)/2| =|c—yn|/2 < 27"/2 = 1/2”*1.

A cana momro je y; < y2 < y3 < ..., caenn na (y,) — ¢. Cana 3a cBako
y; m3abepumo jenHo r; rakso na je y; = f(x;). Hus (z,) je orpanuuen,
ma mo Bosmamo-BajepmrpacoBoj TeopeMu mMa KOHBEPIreHTHU IIOIHU3
(2, ). Hera raj momsms koHBeprupa ka zo. Kako je ¢ymrmuja f(x)
HemperuaHa, To u3 teopeme 4 ciuemu na (yn,) — f(xo). Tarobe, us
(yn) — ¢ cnemn (yp, ) — c. Iawie, nobujamo ma je f(zg) =c.O

Teopema 6. [Bonuano-Komu| Axo je dynkuuja f nenpexuona na 3a-
meoperwom unmepsany |a,bl, A = f(a) u B = f(b), onda 3a ceaxo C
usmehy A u B nocmoju & € [a,b] maxso da je f(§) = C.

Zloxas. Be3 orpanmdema OMIITOCTU MOYKEMO IPETIOCTABUTU 13 je
A < C < B. Osnaunmo [a1,b1| = [a,b] u y3mumo Taury z1 = (a1 +b1)/2.
Axo je f(z1) = C, y3amumo C' = z; u teopeMma je mokaszasa. Ako je
C < f(z1), omna meka je [ag,bs] = [a1,21], a ako je f(z1) < C, onma
Heka je [ag,ba] = [z1,b1]. Y3mmmo canma tauky zo = (ag + b2)/2. Ako
je f(z2) = C, y3amumo C = zy u teopema je nokazana. Axo je C <
f(#2), omna meka je [ag, b3] = [ag, 22], a ako je f(z2) < C, onna Heka je
[ag, b3] = [z2,b2]. HactaBumo oBy mpouenypy. Ako HE 3a jeIHO N HUje
3a10BOmeHO f(z,) = C, Mmu nobujamo GeCKOHAYHU HU3

[a1,b1] C [ag,b2] C [a3,b3] C ...

YMETHYTUX oJcedaka u nputoM je yBek f(a,) < C < f(b,). Hysxkuna
oBUX ojcevaka omana ka 0, ma m3 KanToposor mpumuna ymMeTHyTHX

oncedaka cienud Oa je
0

(las, b:] =&,

i=1

rue je £ = nlg)go an = nlirrolo by,. Amu dpysrnuja f je Hempermmna, ma je

F() = lim f(an) = lim f(b,).

n—oo
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Tarobe, u3 mocaenune 6.2 caenu na je

Jlim f(an) <C < lim f(bn), omuocmo f(§) < C < f(§),
na, HamokoH, nobujamo f(§) = C.O

Y CJI0BU HENPEKUIHOCTH (PYHKNUjE M 3aTBOPCHOCTU MHTEPBAJA Ha KOME CE€ OHa
nocMaTpa Ccy on CyIITHHCKOT 3Haudaja 3a Bakeme BajepmrTpacose Teopeme. Hamwme,
¢yurmmja f(x) = x—[z] je Ha unTepsauay [0, 1) Henperunna, a va uarepsaiy [0, 1] auje
HENPEKUIHA, AJM Ha OBUM MHTEPBAJIUMA HE NOCTIKE CBOjY HAJMAmY FOPHY T'DAHUILY
(roja je y oba cayuaja jemmara 1).

Y cI0B HENPEeKUTHOCTU (PYHKIUje je, TakoDhe, OM CYMITUHCKOD 3HAUaja 3a BarKeHme
Bonnano-Komujese treopeme. Ha mpumep, ¢pyrruuja f(x) = sgna va unrepsaiy [0, 1]
He y3uMma BpenHoct 1/2 koja je mamebhy 0 =sgnO u 1 =sgnl.

IMocemuua 3. Axo je gynrkyuja f nenpexuona na uwmepsany [a,b] u
Ha HE20BUM KPAJEBUMA Y3UMA 8PEOHOCTNU PAZHUT 3HaK08a, onda je f(§) =

0 3a nexo & € (a,b).

ITpumep 8. ITocmarpajmo kBagparsu TpusoMm f(z) = ax? + bz + ¢ (a,b,c € R;
a #0). Ioraskumo ma ako je 5a + 3b+ 2¢ = 0, onma cy cse myue on f(z) peamnme.

Iosomuo je morazaru ga f(r) mma Gapem jemHy peadHy HyJdy. DBunean cmo
paHuje na Cy CBU IOJMHOMU HempekunHe ¢yHkuuje, na je u f(z) raksa ¢yHKOmja.
IIpumvernmo ma je f(1) + f(2) = 5a + 3b+ 2¢ = 0. Axo je f(1) = 0 nmu f(2) = 0,
OHJ]a HAMI KBaAPATHY TPUHOM KMa peajiHe HyJe. 3Haud, MOKEMO NIPETIOCTABUTU Ia
je f(1) #0u f(2) #0. Anu rana us f(1) + f(2) =0 cremu nma je f(1)f(2) <0, na u3s
nperxomae nociaemuue Gonnano-Komwujese teopeme mobujamo ma f(z) mma obGasesHo
jemuy peasiny Hyny Ha uHTepBasy (1,2).0

ITocemuua 4. Axo je dgynxuuja f nenpexuona na uwmepsaay [a,b),
onda je ona na memy ozpanuyena u f(la,b]) = [m, M|, 20e je m = inf|, 4 f
u M = supjqy [

Joxas. Orpannyenoct ¢pyuruuje f Ha [a,b] canemu mupexrao u3 Ba-
jepmrpacoBe teopeme. Tarobe, m3 BajepmrpacoBe Teopeme cienu
na nocroje a; u by u3 [a,b] rakBu na je f(a;) =m u f(by) = M. Bes
OrpaHUYEHa OMIITOCTA MOKEMO IPETIOCTABUTH 1a je a; < by;. Tana u3
Boanano-Komujese reopeme mobujamo na 3a cBako ¢, m < ¢ < M, moc-
Ttoju = € (a1, b1) TaksBo ma je ¢ = f(z), na je zaucra f([a,b]) = [m, M]. O

3a peanHe (yHKIUje peasiHe IPOMEHJ/bVBE YOIIITUMO IIOjaM WH-
Bep3ue ¢yurmuje. Hera je f: X — R, X C R, unjekruBna peanna
¢yHKUMja peasHe npomeHspuBe, U Heka je Y = f(X). Pymruumjy uz Y
v R, xoja f(x) cauka y z 3a cBako z € X, a KOja OYUTJIETHO TMOCTOjU,
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30BeMO uneepanom gynkyujom Gymrmmje f m ozHauasamo je ca f L.
IloxkaskmMmo cana jemHy TeopeMy 3a CTPOIO MOHOTOHE peaJtiHe (pyHKIU]je
peajiHe MPOMEHJLUBE.

JIema 1. Axo ¢gynruyuja f: X — R, X C R, ecmpozo pacme [onada]
na X, onda nocmoju mena uneepsna dynryuja f~1 u ona cmpozo pacme
[onada] na Y = f(X).

Jowas. ®ymamuja f~! mocrojm, jep je ¢pymrmuja f': X — Y, rme
je f'(z) = f(z) 3a cBako x € X, Gujekunumja. Ilocmarpajmo ciayuaj
kana je f(zr) crporo pacryha ¢ysrnuja (aHasorso ce pasmarpa u
cayyaj crporo onanajyhe ¢pyurnuje). Tpeba nokazaru na je pyHKImMja
f~11Y — R crporo pacryha. Y3MUMO IPOU3BOJLHO ¥1,y2 € Y U HEKa
je y1 < y2. Hera cy z1,29 € X taksu na je f(x1) = y1 u f(z2) = yo.
Tana je v1 = f~'(y1) m 22 = f~'(y2). Axo mpermocraBumo ma je
xo < x1, OHZa 13 uyumbeHune na je f(x) crporo pacryha mmamo na je
y2 = f(z2) <y1 = f(x1), mwro je wemoryhe. larie, mmamo na je

F ) =21 < 22 = fH(yp),

mTo je u Tpebajio ma ce mokaske. [l

Teopema 7. Axo ¢gynwyuja f: [a,b] — R cmpozo pacme [onada] u
nenpexuona je na la,b], mada gynxyuja f~1 cmpozo pacme [onada] u ne-
npekudna je na uwmepsany [f(a), f(b)] [f(b), f(a)].

Joxas. Pasmorpumo cayuaj rana ¢ysrmuja f: [a,b] — R cTporo
pacre. W3 mocmenurne 4 u seme 1 caemu ma Tpeba TOKa3aTU jOII
camo ma je ¢ymrmmja ' : [f(a), f(b)] — R mempekmmma. ¥Y3MmMO
IPOU3BOJbHY YHYTPALIBY Tauky yo unrepsaia [f(a), f(b)] (cayuaj kana
je yo = f(a) mam yo = f(b) pasmarpamo canuno). Tana je u Taura g =
f~Y(yo) ymyrpamma Tauka ummTepBasta [a,b]. Y3MUMO TPOM3BOJLHO
e > 0. DBe3 orpaauyema ONIMTOCTA MOKEMO IPETIOCTABATU 14 34
n3abpano € Baxku (rg —&,x0 +¢€) C [a,b]. Tana je

fla) < f(zo—¢) <yo= f(zo) < fwo+¢) < f(b),

ma MOCTOju J-OKOJIMHA, TAUKe Yoy 3a KOjy BAKU Ia je

(Yo — 8,90 +6) C (f(zo — &), f(wo +€)).
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W3 mocnenmer cienu ma je
S (o — 6,50 + )] € (w0 — &,20 + ),

na je pynrmmja f~! memperkmmma y Tauku yo. O

1.5. YHN®OPMHA HEINPEKUJIHOCT
®yurmmja f: X — Y je ynudopmno nenpexudna axo je
(Ve > 0)(35 > 0)(Vz € X)(Va' € X) dx(x,2") < § = dy(f(z), f(2)) <e.

[Togcetnmo ce ma je ¢pyurmuja f: X — Y Henmpermmna, ako je Hempe-
KMIOHA Y CBaKOj TAYKU & M3 X, Tj. aKO Baxkm GopMyia

(Vx € X)(Ve > 0)(36 > 0)(Va' € X) dx(x,2") < § = dy(f(x), f(2')) <e,

KOja ce U3 ImpeTrxonHe ¢opmyie nobuja Tako mTo ce Tpehm mo peny
KBaHTU(UKATOD Hpebanu Ha IpBO MecTo. Y nopebyjyhu nocienme nBe
dopmyie cana Huje Temko qohwu no cuenelier 3akibydka.

Teopema 8. Axo je pynryuja yrnugopmmno nenpexuona, onoa je ona u
HenpexuoHa.

IIpumeTrnMo na ce mociienme nBe GOpMyJie NOCTa Pa3UKY]y, jep
y NIPBOj O HUX 0 3aBUCU CaMO O €, a y OPYroj M O& € U O .
OBa pa3znuka je CyMITUHCKA W 3a TOCJeIUIly mMa na TBpbheme o0p-
HYyTO TBpbhemy Teopeme 8 HE Ba)KW, Tj. U3 HEIPEKUIHOCTU HE CJIEAU
yaudopmua wHenpekuanoct. Jla je To 3amcra Tako mokalyje cienehu
npuMep.

IIpumep 9. IMocmarpajmo pyurumjy f: R\{0} — R, f(z) =1/x. Y3mumo
Hu3 =, = 1/n. Kako (1/n) — 0, To je uu3 (1/n) Komujes, na Basku

1

o< J. (1)

(V6 > 0)(3ng € N)(Vm,n € N) m,n >ng = ‘1 -
m

[Moraskumo na ¢yHrmumja f HUje YHUGOPMHO HEIPEKUIHA, Tj. Oa je popMysia

(Fe > 0)(V6 > 0)(Fz, 2’ € X) dx(z,2') < I Ady(f(x), f(2')) > ¢
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Tauna. [lokasxumo na je oHa TauHa 3a € = 1. ¥Y3MuMO mpousBobHO § > 0.
Tana u3z (1) caemu ma mocroje m u n, m # N, TAKO Aa 38 BPEIHOCTU L1 = 1/m

<6 m |f(z1) - fla2)| = [m—n[>1.0

u xo = 1/n Basku |x1 — x| =

3a ¢ysrnujy f: X — Y rameMo ma je yHu@opmHO Henpexuorna Ha
ckyny E, roe je E C X, ako je pecrpuknyja f|g pyHruuje f Ha Cryn
E yaudopMHO HenmpekmmHa.

[Moackyn A merpuukor npocropa X je KoMnaxkman ako ce 3 CBaAKOT
HU3a y A MOsKe M3OBOJUTH IOTHU3 KOjU KOHBeprupa y A, Tj. KOHBep-
rupa ka Heroj Tauku u3 A. Cnemeha teopema maje BaskaH KPUTEPUjyM
3a yTBpDuBame KOMIAKTHOCTU CKyIoBa y mpoctopy R™.

Teopema 9. Cxyn F y npocmopy R je xomnaxman axxo je ozparu-
YeMm U 3aMBOPEN Y HEMY.

Jloxas. IIlpermocraBumo ma je F' koMmakTam u Heorpanumden y R”.
Y3mumo mpom3BoibHO o € R™. Kako je ckynm F meorpanumdues, To je
F\U(zo,n) menpa3zan ckyn 3a csako n € N. 3a cBako n € N uzabe-
pumo z, € F\U(xo,n). Hus (x,) nexxkm y kommakraom ckyny F, ma
[IOCTOjU Tauka HaroMwiaBama Yo € F osor mmza. Ouwurienno ma 3a
MOBOJLHO BEJIMKO N Basku Yo € U(xp,ng), na y okomaunu U(xg,ng) nexn
GEeCKOHAYHO MHOI'O WIaHOBa HU3a (Iy), mTo je Hemoryhe. M3 mobujene
KOHTPAIUKNINjE CJIeqN na ako je F' KoMImakTaH, OHIA je OH OTPDAHUYEH.

[IpernocraBumo cana ma je F' kommakTan u Huje 3atBoper y R'™.
Anu rana ckyn R"\F Huje orBOpen, ma mocroju Taukra rg € R™M\F,
rakBa, na je U(zg,1/n)NF # () 3a ceako n € N. 3a cako n € N
nzabepumo x, € U(xp,1/n)NF. Hus (x,) kOHBeprupa Ka Tadku To, Ia
je OoHa HmEeroBa jeIMHCTBEHA Tauyka Haromumiasawma. OBo je memoryhe,
jep je xg € R"\F, a F je komnakran. I3 mobujene KOHTpamukuuje
cienu na M3 KOMIAKTHOCTH CJIEAN 3aTBOPEHOCT CKYIIA.

ITokasxkumo cama ma wm3 ycuaoBa ma je F' 3arBopeH m orpaHuveH
cienu Ja je KOMIakTaH. Y 3MUMO Npou3BomaH Hu3 (x,) us F. Kako je
F orpanuuen, to je u Hu3 (x,) orpanudeH, ma u3 Teopeme 23 riasa
6, crenu ma uMa KOHBeprenTaH nmonuu3. Heka Taj moarm3 KOHBEpPrupa
Ka TaYKd Tg. layka To je Tauyka HAarOMUJIAaBama Y3€TOr HU3a W OHA
(Bumu teopemy 4 u3 ranase 6) mpumana ckymy F. Ilakme ckyn F je
KOMTAKTaH. []

[Tora:xkumo HEerONUMKO TBpDema Koja ce OOHOCE HA KOMIIAKTHE CKYIOBE Y
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METPUYKOM IIPOCTODY.

Teopema 10. Axo je fynxuuja f: E — Y nodcxyna E mempuyroz npocmopa
(X,dx) y mempuuxu npocmop (Y, dy) nenpexuona u ckyn E je komnaxmarn y X,
mada je u cxyn f(E) xomnaxmar y Y.

Jloxas. ¥Y3ummo mpomssoman mu3 (y,) us f(E). Youmvo z, € f~1(yn)
3a ceako n € N. Hus (x,) nexu y xommakTHOM CKymy FE, ma mMa Taudry
maroMuaasama rg € E. Hera je yo = f(xg) € f(F). Ioraxumo na je yo
Tauka HaroMuiaBama 3a (y,). Tpeba mokazatu nga Baxku Gopmyia

(Ve > 0)(Vn € N)(Fn' € N) n’ > n Ady(yo,yn’) < e.

Y3mumo npousBosHe g9 > 0 1 ng € N. U3 menperuanoctu dpyurnuje f ciemm
na moctoju §g > 0 Tako ga Baku

flU(z0,00)] € U(yo, o).

Kako je zp Tauka maromunasama 3a (L), TO IOCTOJU N > Ny TAKO Oa je
T,y € U(zo,60). Omane nobujamo na yn, = f(zn;) € U(yo, o). U

Teopema 11. [Bajepmrpacosa Teopemal Axo je gynxuyuja f: E — R
HENPeKudHa peasna gynryuja xomnaxmmoz nodckyna E mempuuroz npocmopa
X, maoda f docmuace c80j MAKCUMYM U MUHUMYM.

[oxas. VI3 reopeme 10 cnenu na je f(F) komnakran y R. Cana u3 reopeme
9 caemu na je f(E) orpamuuen um 3aTBOpeH, ma u3 teopeme 10 um3 riase
5 cremy ma moCToje Ymin = min f(E) U Ymax = max f(F). Harue, mocroje

€IIEMEHTH Tin U Tmax U3 E TakBu na je f(Tmin) = Ymin 4 f(Tmax) = Ymax. U

Caeneha Teopema TBpOu Oa WUIAK IOM HEKUMM ‘JiemuM’ YCJIOBUMA,
Basku obOpart Teopeme 8.

Teopema 12. [Kautop| Axo je gynryuja f nenpexuona na komnarm-
Hom nodckyny E mempuuxoe npocmopa X, onda je ona u yHu$opmHo
Henpexkuona Ha E.

Zoxas. IIpernocTaBuMO na TO HUje TAYHO, Tj. TOCTOjU GyHKUUja f:
E — Y, rne je E KOMIakTHO, 3a KOjy Ba:KM Oa IOCTOju £g > 0 Tako ma
ce 3a cBako ¢ > 0 mory nahu Taure x5, z§ € E rakBe na je dx(zf, z§) <
d, a ma je mpu tome dx(f(x}), f(zf)) > €o. Yoummo mmzome ;, = x5
ux = xgn, rae je 6, = 1/n 3a ceako n € N. Tanma u3 KOMOAKTHOCTU
ckyna E crenu na moctoje momuusosu (z,, ) u (r;, ) peanom ausosa (z),)
u (z]) koju rKoHBeprupajy penoMm ka taukama & n &’ uz E. Auu kako 3a

1

cBako k Bawm dx(xy, 2y, )) < 1/ng, 1o je £ = ¢ U3 mempermmuocTw
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pysxauje f miavo za je (f(z),)) — f(€) u (fal,)) — f(€), a onasxe
cilenu na 3a BPETHOCT €p/2 moctoju ky TakBO ma 3a cBako k > ko

s ma je dy(£(€), £() < 20/2 m dy(F(€), () < £0/2, ma jo
dy (f(y, ), f(x,)) < €0, HITO je y KOHTPAAUKNMUjK Ca TPETHOCTaBKOM. [

Teopema 13. Axo je gynruyuja f: [a,b] — R wenpexuona wa |a,bl,
onda je ona yHugopmro renpexudna wa [a, bl.

Jlokas. larepBan [a,b] je 3arBopen u orpanudes y R, ma je kom-
nakrad (Bumu Teopemy 9). Canma u3 mperxoiHe TeopeMe Cleau Halle
tBpheme. [
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