
Lekcija 1

REALNA FUNKCIJA REALNE PROMENǈIVE.
NEPREKIDNOST FUNKCIJA

I Funkcionalna zavisnost. Naqini zadavaǌa funkcija
I Elementarne funkcije. Klasifikacija elementarnih funkcija
I Osnovne osobine funkcija: ograniqenost, monotonost, parnost

itd.
I Neprekidnost u taqki. Neprekidne funkcije
I Uniformna neprekidnost

1.1. Funkcionalna zavisnost. Naqini zadavaǌa funkcija

Svi odnosi u prirodi su uzroqno-poslediqnog karaktera, a neke
od ǌih smo u staǌu da izrazimo u obliku fiziqkih zakona, u
kojima jedne fiziqke veliqine zavise od drugih, tj. u obliku
funkcionalne zavisnosti tih veliqina. Ta funkcionalna zavis-
nost ponekad se izra�ava analitiqki, formulom, ali to ne mora
uvek biti sluqaj. Sluqaj kada postoji formula je sluqaj kada je
funkcionalnu zavisnost mogu�e predstaviti u najprostijem ob-
liku i qesto je to mogu�e uraditi samo zahvaǉuju�i idelizaci-
jama i pojednostavǉeǌima koja qinimo pri modelovaǌu posma-
trane pojave. S taqke gledixta matematiqke analize samo ovaj
naqin i predstavǉa interes. Drugi naqin za predstavǉaǌe fun-
kcionalne zavisnosti su tablice. Na primer, posmatra se ek-
sperimentalno kako zavisi temperatura kǉuqaǌa θ neke teqnosti
od pritiska p i formira se odgovaraju�a tablica. Mo�e se
funkcionalna zavisnost predstaviti direktno grafikom. Na pri-
mer, barograf1 crta barogram, grafik promene atmosferskog pri-
tiska tokom dana.

1Barograf, samopixu�i pribor, je metereoloxki instrument za registraciju
promena atmosferskog pritiska. Radi na principu barometra kojem je pridodat
registracioni ure�aj.
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Jednu od veliqina u funkcionalnoj zavisnosti proglaxavamo
zavisnom, a druge nezavisnima. Odgovaraju�e promenǉive u ana-
litiqkom izrazu tada zovemo zavisna promenǉiva i nezavisna pro-
menǉiva. Recimo postoji takozvana barometrijska formula:

p = p0e
kh,

gde je p0 — atmosferski pritisak na nivou mora, k — neka kon-
stanta, h — visina na kojoj se atmosferski pritisak meri i p
— atmosferski pritisak na datoj nadmorskoj visini h. U ovoj
formuli p je zavisna promenǉiva ili funkcija, a h nezavisna
promenǉiva ili argument.

Koja �e veliqina odnosno promenǉiva biti zavisna, odnosno
nezavisna, zavisi vixe od ciǉeva i potreba posmatraǌa nego od
same prirode stvari. Na primer, ako se iz barometrijske for-
mule izrazi h preko p dobija se formula

h =
1
k

ln
p0

p
,

koja bi za pilota bila mnogo va�nija, jer preko pritiska daje
visinu, u ovom sluqaju, aviona, a ovde je p argument, a h funkcija.

Nije texko primetiti, da je savremeni pojam funkcije, koji
smo uveli u glavi 2, matematiqki model funkcionalne zavis-
nosti. Skup realnih brojeva, koje nezavisna promenǉiva u nekoj
funcionalnoj zavisnosti mo�e uzimati, ili kako smo ga zvali
— oblast definisanosti ili domen odgovaraju�e funkcije, je
prirodno odre�en karakterom date funkcionalne zavisnosti. Na
primer, zakon slobodnog pada glasi

s =
gt2

2
.

Za vrednosti nezavisne promenǉive t apsurdno je uzimati qak
svaki nenegativan realan broj, jer kada se telo na�e na zemǉi
vixe nema smisla posmatrati dato kretaǌe, tj., lako je videti,
da t uzima vrednosti sa zatvorenog intervala [0,

√
2h/g], gde je h

visina sa koje se telo baca. Primetimo da datu funkciju qisto
formalno ima smisla posmatrati za svako t.
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Primetimo da neke funkcije nije mogu�e izraziti formulom.
Na primer, to je qest sluqaj sa funkcijama iz teorije brojeva.
Recimo, takva je Ojlerova funkcija ϕ(n), koja za svaki prirodan
broj n daje broj svih brojeva u nizu 1, 2, . . . , n−1, n koji su uzajamno
prosti sa n. Tako, na primer,

ϕ(1) = 1, ϕ(2) = 1, ϕ(3) = 2, ϕ(4) = 2, ϕ(5) = 4, ϕ(6) = 2 itd.

Neke funkcije nije mogu�e izraziti jednom formulom za sve vred-
nosti. Na primer, Dirihleova funkcija se definixe na slede�i
naqin:

f(x) =
{

1, x racionalno
0, x iracionalno

To je sluqaj i sa funkcijom signum od x:

sgn(x) =




−1, ako je x < 0,

0, ako je x = 0,
1, ako je x > 0.

U daǉem tekstu, qesto �emo pomiǌati i realnu funkciju realne
promenǉive y = [x], celobrojna vrednost od x, koju definixeme kao
najve�i ceo broj koji je maǌi ili jednak od date realne vrednosti
x. Na primer, [2.7] = 2, [3] = 3, [−1.2] = −2 itd. Prvi grafik dole,
sleva, je grafik funkcije y = sgn(x), a drugi funkcije y = [x].

y

x

-1

+1

0

y

x

-1

-2

+1

+2

0

Klasa realnih funkcija koja �e za nas biti prvenstveno od
interesa je klasa tzv. elemenatranih funkcija. Ona je i glavni
objekat dela matematiqke analize kojim �emo se baviti u ovoj
kǌizi.
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1.2. Elementarne funkcije. Klasifikacija
elementarnih funkcija

Osnovne elementarne funkcije su: konstantna funkcija y = c, gde
je c proizvoǉan realan broj; stepena funkcija y = xα, α ∈ R,
pri qemu ako je α iracionalan ili racionalan neceo broj, onda
uzimamo da je x > 0; eksponencijalna funkcija y = ax (a > 0, a 6= 1);
inverzna funkcija za eksponencijalnu, tj. logaritamska funkcija
y = loga x (a > 0, a 6= 1); trigonometrijske funkcije y = sin x,
y = cosx, y = tg x i y = ctgx; inverzne trigonometrijske funkcije
y = arcsinx, y = arccosx, y = arctgx i y = arcctgx.

Svaka funkcija koja se mo�e zadati eksplicitno formulom
koja se dobija konaqnom primenom osnovnih aritmetiqkih opera-
cija i superpozicija od osnovnih elementarnih funkcija zove se
elementarna funkcija. Na primer, elementarne funkcije su:

y = 1 +
√

lg cos 2πx, y = sin ln(1 +
1√
x

) itd.

Elementarne funkcije se obiqno klasifikuju u slede�e 4 grupe:
1) polinomi (vidi glavu 4);
2) racionalne funkcije, funkcije koje nisu polinomi, ali se

mogu predstaviti u obliku koliqnika dva polinoma;
3) iracionalne funkcije, funkcije koje nisu ni polinomi, ni

racionalne funkcije, ali se mogu dobiti od racionalnih
i stepenih funkcija konaqnom primenom aritmetiqkih ope-
racija i superpozicija;

4) transcedentne funkcije, funkcije koje ne pripadaju nijednoj
od prethodnih klasa.

Recimo, funkcija

f(x) = 3x6 + 4x4 − 5x3 + 1

je polinom, funkcija

f(x) =
3x6 + 4x4 − 5x3 + 1

x7 − x5 + 3
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je primer racionalne funkcije, funkcija

f(x) = (4x3 − 5x + 1)2/3 +
3x6 + 4x4 − 5x3 + 1

x7 − x5 + 3

je primer iracionalne funkcije, a kao primeri transcedentnih
funkcija mogu poslu�iti eksponencijalna funkcija, logaritam-
ska funkcija, trigonometrijske funkcije i ǌihove inverzne fun-
kcije. Iracionalna funkcije su i hiperboliqki sinus i hiper-
boliqki kosinus, koje se redom zadaju relacijama

shx =
ex − e−x

2
i chx =

ex + e−x

2
.

Ono xto nije trivijalno pokazati je, na primer, da su funkcije
y = sinx i y = log x transcedentne, tj. da ne pripadaju nekoj od prve
tri grupe elementarnih funkcija. Na primer, funkcija y = sinx
ne mo�e biti jednaka nekom polinomu, jer polinom ima konaqno
nula, a sinusna funkcija beskonaqno; ne mo�e biti jednaka nekoj
racionalnoj, jer racionalna funkcija ili je neograniqena, ili
ima asimptote u +∞ i −∞, a sinusna funkcija je ograniqena i bez
asimptota. Ali pokazati da sinusna funkcija nije iracionalna
funkcija je mnogo te�e.

U daǉem izlagaǌu pretpostavǉa�emo da qitaoc ima osnovna
znaǌa o osnovnim elementarnim funkcijama.

1.3. Osnovne osobine funkcija: ograniqenost,
monotonost, parnost itd.

Posmatrajmo sada realne funkcije, tj. funkcije tipa f : X →
R, gde je X proizvoǉan skup. Takva funkcija se zove ograniqena
odozdo [ograniqena odozgo], ako postoji realan broj m [M ] takav
da je m ≤ f(x) [f(x) ≤ M ]. Ako je funkcija ograniqena odozgo i
odozdo ka�emo da je ona ograniqena. Lako je videti da je funkcija
ograniqena, ako postoji realan broj M > 0 takav da je |f(x)| < M .

Neka je sada f : X → R, X ⊆ R, realna funkcija realne
promenǉive. Ka�emo da je funkcija f rastu�a [opadaju�a] fun-
kcija na A, A ⊆ X, ako za svako x1, x2 ∈ A iz x1 < x2 sledi

5



f(x1) ≤ f(x2) [f(x1) ≥ f(x2)]; ka�emo da je f strogo rastu�a [strogo
opadaju�a] funkcija na A, ako za svako x1, x2 ∈ A iz x1 < x2 sledi
f(x1) < f(x2) [f(x1) > f(x2)]. Funkcija je monotona [strogo mono-
tona], ako je rastu�a ili opadaju�a [ili strogo rastu�a, ili
strogo opadaju�a].

Funkcija f : R → R je parna [neparna], ako za svako x ∈ R va�i
f(−x) = f(x) [f(−x) = −f(x)]. Ako je funkcija parna ǌen grafik
je simetriqan u odnosu na y-osu, a ako je neparna ǌen grafik je
centralnosimetriqan u odnosu na koordinatni poqetak.

Funkcija f : R → R je periodiqna, ako postoji realan broj
T 6= 0 takav da je f(x + T ) = f(x) za svako x ∈ R; takvo T , ako
postoji, zove se period. Skup svih perioda date funkcije qini
komutativnu grupu u odnosu na operaciju +. Ako je funkcija
periodiqna, tada je od interesa da se na�e ne bilo koji, nego naj-
maǌi pozitivan period; ako takav postoji onda se on zove glavnim
(ili osnovnim) periodom.

Primer 1. Sinusna i kosinusna funkcija imaju osnovni period 2π, kon-
stantna funkcija nema osnovni period, ali je svaki realan broj razliqit od 0
ǌen period, period za Dirihleovu funkciju je svaki racinalan broj razliqit
od 0.¤

Uopxtimo pojam periodiqnosti i na funkcije koje nisu defi-
nisane svuda na skupu R. Realna funkcija realne promenǉive
f : X → R, X ⊆ R, je periodiqna, ako postoji T 6= 0 takvo da je
x + T ∈ X i f(x + T ) = f(x) za svako x ∈ X. Takve su, recimo,
funkcije y = tgx i y = ctgx (osnovni period ovih funkcija je π).

Realna funkcija realne promenǉive f : X → R, X ⊆ R, ima u
taqki x0 ∈ X lokalni minimum [lokalni maksimum], ako postoji
realan broj ε > 0 tako da je f(x0) ≤ f(x) [f(x0) ≥ f(x)] za svako
x ∈ (x0 − ε, x0 + ε).

Ka�emo da realna funkcija f : X → R uzima u taqki x0 ∈ X
najmaǌu vrednost [najve�u vrednost], ako je f(x0) ≤ f(x) [f(x0) ≥
f(x)] za svako x ∈ X, tj. f(x0) = min

X
f [f(x0) = max

X
f ].
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1.4. Neprekidnost u taqki. Neprekidne funkcije

Neka su (X, dX) i (Y, dY ) dva proizvoǉna metriqka prostora. Fun-
kcija f : X → Y iz prostora X u prostor Y je neprekidna u taqki
x0 ∈ X, ako va�i

(∀ε > 0)(∃δ > 0) f [U(x0, δ)] ⊆ U(f(x0), ε).

Ovom definicijom neprekidnosti obuhva�en je “idealni” slu-
qaj: funkcija f je zadata na qitavom prostoru X. Qex�e se raz-
matra opxtiji sluqaj, kada su data dva metriqka prostora (X, dX)
i (Y, dY ), i funkcija f : E → Y , gde je E ⊆ X. Ka�emo da je
funkcija f neprekidna u taqki x0 ∈ E, ako va�i

(∀ε > 0)(∃δ > 0) f [U(x0, δ) ∩ E] ⊆ U(f(x0), ε).

Posledǌa formula se ne razlikuje mnogo od prve, jer, u suxtini,
to je isto: ako funkciju f : E → Y shvatimo kao funkciju iz
potprostora E prostora X u prostor Y , onda je δ-okolina taqke
x0 u E skup U(x0, δ)∩E (ovde je i daǉe sa U(x0, δ), oznaqena δ-oko-
lina taqke x0 u prostoru X). Ako oznaqimo domen funkcije f sa
D(f), onda principijelna jednakost gorǌih formula postaje jox
oqiglednija, jer one obe su ekvivalentne slede�oj formuli

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ D(f)) dX(x0, x) < δ ⇒ dY (f(x0), f(x)) < ε.

Za nas �e posebno biti interesantan sluqaj realne funkcije
realne promenǉive. Neka je, dakle, data funkcija f : E → R,
gde je E ⊆ R. Iz gore datih definicija sledi da je funkcija f
neprekidna u taqki x0 ∈ E ako va�i formula

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ E) |x− x0| < δ ⇒ |f(x)− f(x0)| < ε.

Ka�emo da je funkcija f neprekidna na A, gde je A neki podskup
domena funkcije f , ako je neprekidna u svakoj taqki skupa A. Ako
je funkcija neprekidna u svim taqkama domena, ka�emo da je ona
prosto neprekidna.

Teorema 1. Za funkciju f : X → Y iz prostora X u prostor Y
slede�a tvr�eǌa su ekvivalentna:
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(i) f je neprekidna funkcija;
(ii) za svaki otvoren skup V u Y skup f−1(V ) je otvoren u X;
(iii) za svaki zatvoren skup F u Y skup f−1(F ) je zatvoren u X;
(iv) za svako A ⊆ X va�i da je f(A) ⊆ f(A).
Dokaz. (i ⇒ ii) Pretpostavǉamo da je funkcija f neprekidna.

Neka je V otvoren skup u Y . Treba pokazati da je f−1(V ) otvoren
skup u X. Uzmimo proizvoǉno x ∈ f−1(V ). Kako je V otvoren
skup u Y , to za taqku f(x) postoji ε > 0 takvo da je U(f(x), ε) ⊆ V .
Kako je funkcija f neprekidna u svim taqkama domena, to je ona
neprekidna i u x, pa za uoqeno ε postoji δ takvo da je f(U(x, δ)) ⊆
U(f(x), ε) ⊆ V . Odavde imamo da je U(x, δ) ⊆ f−1(V ). Sada iz
teoreme 1, glava 5, sledi da je skup f−1(V ) otvoren u X.

(ii ⇒ iii) Pretpostavimo sada da za svaki otvoren skup V u Y
skup f−1(V ) je otvoren u X, i uzmimo proizvoǉan zatvoren skup F
u Y . Tada je Y \F otvoren u Y , pa je f−1(Y \F ) otvoren u X. Ali
onda je X\f−1(Y \F ) = f−1(F ) zatvoren u X.

(iii ⇒ iv) Pretpostavimo sada da za svaki zatvoren skup F u
Y skup f−1(F ) je zatvoren u X. Neka je A ⊆ X. Kako je f(A) ⊆
f(A), to je A ⊆ f−1[f(A)] ⊆ f−1[f(A)]. Sada iz zatvorenosti skupa
f−1[f(A)] sledi A ⊆ f−1[f(A)], tj. f(A) ⊆ f [f−1[f(A)]] ⊆ f(A).

(iv ⇒ i) Pretpostavimo sada da za svako A ⊆ X va�i da je
f(A) ⊆ f(A). Uzmimo proizvoǉnu taqku x ∈ X i poka�imo da je
funkcija neprekidna u x. Uzmimo proizvoǉnu kuglu U(f(x), ε).
Uoqimo skup A = X\f−1(U(f(x), ε)). Tada je f(A) ⊆ Y \U(f(x), ε).
Ali onda je f(A) ⊆ Y \U(f(x), ε), pa je f(A) ⊆ Y \U(f(x), ε). Odavde
sledi da taqka x ne pripada A, pa postoji kugla U(x, δ) ∩A = ∅, i
sledi da je f(U(x, δ)) ⊆ U(f(x), ε). ¤

Teorema 2. Ako je funkcija f : X → Y neprekidna u taqki x0, a
funkcija g : Y → Z, u taqki f(x0), onda je funkcija g ◦ f neprekidna
u taqki x0.

Dokaz. Neka je y0 = f(x0) i z0 = g ◦ f(x0) = g(f(x0)) = g(y0).
Uzmimo proizvoǉnu ε-okolinu U(z0, ε) taqke z0. Kako je g nepre-
kidna funkcija u taqki y0, to postoji ε′-okolina U(y0, ε

′) taqke
y0 takva da je g(U(y0, ε

′)) ⊆ U(z0, ε). Sliqno, iz neprekidnosti
funkcije f(x) sledi da postoji δ-okolina U(x0, δ) taqke x0 takva
da je f(U(x0, δ)) ⊆ U(y0, ε

′). Odavde je g(f(U(x0, δ)) ⊆ g(U(y0, ε
′)),
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xto zajedno sa g(U(y0, ε
′)) ⊆ U(z0, ε) daje g(f(U(x0, δ)) ⊆ U(z0, ε),

xto je i trebalo da se poka�e. ¤
Posledica 1. Kompozicija dve neprekidne funkcije je neprekid-

na funkcija.

Ostavǉamo qitaocu (kao ne mnogo te�ak zadatak) da doka�e
slede�a tvr�eǌa.

Teorema 3. Ako je funkcija f : X → Y neprekidna u taqki x0

i E ⊆ X proizvoǉan podskup prostora X, koji sadr�i taqku x0,
tada je i restrikcija f |E : E → Y funkcije f na skup E neprekidna
u taqki x0.

Posledica 2. Ako je funkcija f : X → Y neprekidna i E ⊆ X
proizvoǉan podskup prostora X, tada je i restrikcija funkcije f
na skup E neprekidna funkcija.

Primer 2. Neka su (X1, dX1) i (X2, dX2) dva metriqka prostora. Funkcije
p1 : X1 × X2 → X1 i p2 : X1 × X2 → X2, gde je p1(x1, x2) = x1 i p2(x1, x2) = x2 za
svako (x1, x2) ∈ X1 ×X2, se zovu redom prva i druga projekcija.

Na skupu X1×X2 uvedimo metrike koje su po analogiji izvedene iz metrika
d1, d2 i d∞ definisanih na skupu R2; analogija je toliko oqigledna da u ovom
sluqaju qak ostavǉamo iste oznake. Dakle, neka su x = (x1, x2) i y = (y1, y2)
proizvoǉne taqke prostora X1 × X2. Tada uvedimo na skupu X1 × X2 slede�e
metrike:

d1(x, y) = dX1(x1, y1) + dX2(x2, y2), d2(x, y) =
√

[dX1(x1, y1)]2 + [dX2(x2, y2)]2

d∞(x, y) = max{dX1(x1, y1), dX2(x2, y2)}
Nije texko pokazati da ako uzmemo na skupu X1 × X2 bilo koju od navedenih
metrika, onda su projekcije neprekidne funkcije. Poka�imo to za metriku d2 i
projekciju p1. Treba pokazati da je prva projekcija neprekidna u proizvoǉnoj
taqki prostora X1 × X2. Uzmimo stoga proizvoǉnu taqku (x0, y0) ∈ X1 × X2 i
proizvoǉno ε > 0 (pogledajte odgovaraju�u definiciju). Poka�imo da je do-
voǉno uzeti da je δ = ε. Naime, iz dX1(x0, x) ≤

√
[dX1(x0, x)]2 + [dX2(y0, y)]2 i√

[dX1(x0, x)]2 + [dX2(y0, y)]2 < δ sledi

dX1(p1(x0, y0), p1(x, y)) = dX1(x0, x) < δ = ε,

xto je i trebalo pokazati.¤

Primer 3. Funkcija sabiraǌa realnih brojeva + : R2 → R je neprekidna.
Naime, uzmimo proizvoǉnu taqku (x0, y0) ∈ R2. Treba pokazati da va�i formula

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀(x, y) ∈ R2)√
(x− x0)2 + (y − y0)2 < δ ⇒ |(x + y)− (x0 + y0)| < ε.
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Uzmimo proizvoǉno ε > 0. Poka�imo da za δ = ε/2 gorǌa formula va�i.
Oqigledno je, da iz

√
(x− x0)2 + (y − y0)2 < ε/2 sledi |x−x0| < ε/2 i |y−y0| < ε/2.

Sada naxa formula je taqna, jer je

|(x + y)− (x0 + y0)| ≤ |x− x0|+ |y − y0| < ε/2 + ε/2 = ε. ¤

Primer 4. Poka�imo da je mno�eǌa realnih brojeva · : R2 → R tako�e
primer jedne neprekidne funkcije. Uzmimo stoga proizvoǉnu taqku (x0, y0) ∈ R2.
Neka je M > 0 takvo da je |x0| < M i |y0| < M . Treba pokazati da va�i formula

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀(x, y) ∈ R2)
√

(x− x0)2 + (y − y0)2 < δ ⇒ |xy − x0y0| < ε.

Uzmimo proizvoǉno ε > 0. Poka�imo da za δ = min {1, ε/3, ε/(3M)} gorǌa for-
mula va�i. Iz

√
(x− x0)2 + (y − y0)2 < δ sledi |x − x0| < δ i |y − y0| < δ, pa

imamo

|xy − x0y0| = |x0(y − y0) + (x− x0)(y − y0) + y0(x− x0)| ≤ |x0||y − y0|+
+ |x− x0||y − y0|+ |y0||x− x0| < M

ε

3M
+ 1 · ε

3
+ M

ε

3M
= ε. ¤

Primer 5. Ako su funkcije f : E → R i g : E → R, gde je E ⊆ R, neprekidne,
onda je i funkcija h : E → R2, gde je h(x) = (f(x), g(x)), tako�e neprekidna.
Uzmimo proizvoǉno x0 ∈ E. Treba dokazati da va�i formula

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ E) |x− x0| < δ ⇒
√

(f(x)− f(x0))2 + (g(x)− g(x0))2 < ε.

Uzmimo proizvoǉno ε > 0. Poxto su funkcije f(x) i g(x) neprekidne, to postoje
realni brojevi δ′ i δ′′ takvi da za svako x ∈ E iz |x−x0| < δ′ sledi |f(x)−f(x0)| <
ε/2, a iz |x − x0| < δ′′ sledi |g(x) − g(x0)| < ε/2. Ali tada za svako x ∈ E takvo
da je |x− x0| < δ = min{δ′, δ′′} dobijamo

√
(f(x)− f(x0))2 + (g(x)− g(x0))2 ≤

≤ |f(x)− f(x0)|+ |g(x)− g(x0)| < ε/2 + ε/2 = ε,

xto je i trebalo da se poka�e.¤
Primer 6. Koriste�i prethodne primere, poka�imo da je svaki polinom

neprekidna funkcija.
Primetimo da ako su funkcije f : E → R i g : E → R, gde je E ⊆ R,

neprekidne, onda je i zbir i proizvod tih funkcija tako�e neprekidna funkcija,
jer je f(x)+g(x) = (+◦h)(x) i f(x) g(x) = (·◦h)(x), gde je h funkcija iz prethodnog
primera. Primenom matematiqke indukcije dobijamo da analogno tvr�eǌe va�i
i za n takvih funkcija. Ali tada neprekidnost polinoma sledi iz neprekid-
nosti identiqke funkcije id R(x) = x i konstantne funkcije (neprekidnost ovih
funkcija sledi direktno iz definicije).¤

Veoma va�nu klasu neprekidnih funkcija qine elementarne
funkcije, koje su neprekidne u svakoj taqki u kojoj su definisane.
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Primer 7. Poka�imo da je funkcija f(x) = cos x svuda neprekidna funkcija.
Uzmimo proizvoǉno x0 ∈ R. Treba pokazati da je

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ R) |x− x0| < δ ⇒ | cos x− cos x0| < ε.

Uzmimo proizvoǉno ε > 0. Tada mo�emo uzeti da je δ = ε, jer je

| cos x− cos x0| =
∣∣∣−2 sin

x + x0

2
sin

x− x0

2

∣∣∣ ≤ 2
|x− x0|

2
= |x− x0| < ε. ¤

Teorema 4. Funkcija f : X → Y je neprekidna u taqki x0 ako i
samo ako za svaki niz (xn) u X koji konvergira ka x0 va�i da niz
slika (f(xn)) u Y konvergira ka f(x0).

Dokaz. Pretpostavimo da je funkcija f(x) neprekidna u taqki
x0, i neka niz (xn) konvergira ka x0. Poka�imo tada da je (f(xn)) →
f(x0), tj. poka�imo da va�i formula

(∀ε > 0)(∃n0 ∈ N)(∀n ∈ N) n ≥ n0 ⇒ dY (f(x0), f(xn))) < ε.

Uzmimo proizvoǉno ε > 0. Tada iz neprekidnosti funkcije f(x) u
taqki x0 sledi da za dato ε postoji δ > 0 takvo da je f(U(x0, δ)) ⊆
U(f(x0), ε). Ali kako (xn) → x0, to za izabrano δ postoji n0 takvo
da je za svako n ≥ n0 zadovoǉeno xn ∈ U(x0, δ), pa je f(xn) ∈
U(f(x0), ε), za svako n ≥ n0, xto je i trebalo pokazati.

Pretpostavimo sada da za svaki niz (xn) u X koji konvergira
ka x0 va�i da niz slika (f(xn)) u Y konvergira ka f(x0), i da
funkcija f(x) nije neprekidna u taqki x0. Kako funkcija f(x)
nije neprekidna u taqki x0, to postoji ε0 > 0 takvo da za svako
n ∈ N postoji yn ∈ U(x0, 1/n) za koje va�i f(yn) 6∈ U(f(x0), ε0). Iz
posledǌe relacije sledi da niz (f(yn)) ne konvergira ka f(x0).
S druge strane nije texko primetiti da niz (yn) → x0, pa po
pretpostavci va�i da (f(yn)) → f(x0). Iz dobijene kontradikcije
sledi da je funkcija f(x) neprekidna u taqki x0.¤

Za uslov iz definicije neprekidnosti ka�emo da je uslov ne-
prekidnosti izra�en na “ε-δ” jeziku. Ako funkcija zadovoǉava
uslov iz prethodne teoreme, koji je ekvivalentan uslovu nepre-
kidnosti, onda se qesto ka�e da je ona neprekidna po Hajneu. Pret-
hodna teorema daje nam za pravo da uzmemo bilo koji od ova dva
uslova za definiciju neprekidnosti.
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Ka�emo da funkcija f : X → R dosti�e svoju najve�u doǌu [naj-
maǌu gorǌu] granicu, ako postoji α = infX f = inf{f(x) |x ∈ X}
[β = supX f = sup{f(x) |x ∈ X}] i postoji x0 ∈ X takvo da je
f(x0) = α [f(x0) = β] (takvih taqaka kao xto je x0 mo�e biti
vixe). Drugim reqima postoje α = minX f = min{f(x) |x ∈ X}
[β = maxX f = max{f(x) |x ∈ X}], pa kra�e ka�emo da funkcija f
ima minimum [maksimum] na X, ili da funkcija f dosti�e svoj
minimum [maksimum] na X.

Sve funkcije, o kojima je nadaǉe req u ovom poglavǉu, bi�e re-
alne funkcije realne promenǉive. Poka�imo za ovakve funkcije
nekoliko veoma va�nih stavova.

Teorema 5. [Vajerxtras] Svaka neprekidna na zatvorenom in-
tervalu funkcija ima na ǌemu maksimum [minimum].

Dokaz. Poka�imo da neprekidna funkcija f na zatvorenom in-
tervalu [a, b] ima na ǌemu maksimum (sliqno se pokazuje da ona
ima na ǌemu minimum). Neka je A = f([a, b]). Ako je A konaqno,
onda je supA = maxA ∈ A, i tvr�eǌe je, oqigledno ispuǌeno.
Stoga mo�emo pretpostaviti da je A beskonaqan skup.

Ako skup A nije ograniqen odozgo, onda uzmimo proizvoǉno
y1 ∈ A. Zatim neka je y2 ∈ A, takvo da je y2 > max{y1, 2}, pa y3 ∈ A
takvo, da je y3 > max{y2, 3} itd. Nastavǉaju�i tako dobi�emo
strogo rastu�i niz (yn) koji u xirem smislu konvergira ka +∞.
Za svako yi izaberimo jedno xi takvo da je yi = f(xi). Niz (xn)
je ograniqen, pa po Bolcano-Vajerxtrasovoj teoremi ima konver-
gentni podniz (xnk

); neka je x0 taqka kojoj konvergira taj pod-
niz. Kako je funkcija f(x) neprekidna, to iz teoreme 4 sledi da
(ynk

) → f(x0). S druge strane, podniz (ynk
) nije konvergentan, jer

kao podniz niza koji u xirem smislu konvergira ka +∞, tako�e,
u xirem smislu konvergira ka +∞. Iz dobijene kontradikcije
sledi da je skup A ograniqeno odozgo.

Dakle, A je ograniqen odozgo, pa postoji c = supA. Treba po-
kazati da je c ∈ A, pa stoga pretpostavimo da to nije taqno, tj.
neka je c 6∈ A. Uzmimo proizvoǉno y1 ∈ A takvo da je y1 > c − 1/2.
Takvo y1 postoji, jer broj c − 1/2 nije gorǌa granica za skup A.
Poxto je y1 < c, taqka y1 + (c− y1)/2 nije gorǌa granica skupa A,
pa postoji y2 ∈ A takvo da je y1 + (c − y1)/2 < y2. Kako je y2 < c,
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taqka y2 + (c− y2)/2 nije gorǌa granica skupa A, pa postoji y3 ∈ A
takvo da je y2 + (c − y2)/2 < y3 itd. Nastavǉaju�i tako, dobijamo
strogo rastu�i niz (yn). Za svako n va�i |c − yn| < 1/2n. Naime
za n = 1 ova relacija, oqigledno, va�i. Pretpostavimo da va�i
za neko n i poka�imo da onda va�i za n + 1. Imamo

|c− yn+1| < |c− yn − (c− yn)/2| = |c− yn|/2 < 2−n/2 = 1/2n+1.

A sada poxto je y1 < y2 < y3 < . . . , sledi da (yn) → c. Sada za svako
yi izaberimo jedno xi takvo da je yi = f(xi). Niz (xn) je ograniqen,
pa po Bolcano-Vajerxtrasovoj teoremi ima konvergentni podniz
(xnk

). Neka taj podniz konvergira ka x0. Kako je funkcija f(x)
neprekidna, to iz teoreme 4 sledi da (ynk

) → f(x0). Tako�e, iz
(yn) → c sledi (ynk

) → c. Dakle, dobijamo da je f(x0) = c.¤
Teorema 6. [Bolcano-Koxi] Ako je funkcija f neprekidna na za-

tvorenom intervalu [a, b], A = f(a) i B = f(b), onda za svako C
izme�u A i B postoji ξ ∈ [a, b] takvo da je f(ξ) = C.

Dokaz. Bez ograniqeǌa opxtosti mo�emo pretpostaviti da je
A < C < B. Oznaqimo [a1, b1] = [a, b] i uzmimo taqku z1 = (a1 +b1)/2.
Ako je f(z1) = C, uzmimo C = z1 i teorema je pokazana. Ako je
C < f(z1), onda neka je [a2, b2] = [a1, z1], a ako je f(z1) < C, onda
neka je [a2, b2] = [z1, b1]. Uzmimo sada taqku z2 = (a2 + b2)/2. Ako
je f(z2) = C, uzmimo C = z2 i teorema je pokazana. Ako je C <
f(z2), onda neka je [a3, b3] = [a2, z2], a ako je f(z2) < C, onda neka je
[a3, b3] = [z2, b2]. Nastavimo ovu proceduru. Ako ni za jedno n nije
zadovoǉeno f(zn) = C, mi dobijamo beskonaqni niz

[a1, b1] ⊆ [a2, b2] ⊆ [a3, b3] ⊆ . . .

umetnutih odseqaka i pritom je uvek f(an) ≤ C ≤ f(bn). Du�ina
ovih odseqaka opada ka 0, pa iz Kantorovog principa umetnutih
odseqaka sledi da je

∞⋂

i=1

[ai, bi] = ξ,

gde je ξ = lim
n→∞ an = lim

n→∞ bn. Ali funkcija f je neprekidna, pa je

f(ξ) = lim
n→∞ f(an) = lim

n→∞ f(bn).
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Tako�e, iz posledice 6.2 sledi da je

lim
n→∞ f(an) ≤ C ≤ lim

n→∞ f(bn), odnosno f(ξ) ≤ C ≤ f(ξ),

pa, napokon, dobijamo f(ξ) = C.¤
Uslovi neprekidnosti funkcije i zatvorenosti intervala na kome se ona

posmatra su od suxtinskog znaqaja za va�eǌe Vajerxtrasove teoreme. Naime,
funkcija f(x) = x− [x] je na intervalu [0, 1) neprekidna, a na intervalu [0, 1] nije
neprekidna, ali na ovim intervalima ne dosti�e svoju najmaǌu gorǌu granicu
(koja je u oba sluqaja jednaka 1).

Uslov neprekidnosti funkcije je, tako�e, od suxtinskog znaqaja za va�eǌe
Bolcano-Koxijeve teoreme. Na primer, funkcija f(x) = sgn x na intervalu [0, 1]
ne uzima vrednost 1/2 koja je izme�u 0 = sgn 0 i 1 = sgn 1.

Posledica 3. Ako je funkcija f neprekidna na intervalu [a, b] i
na ǌegovim krajevima uzima vrednosti raznih znakova, onda je f(ξ) =
0 za neko ξ ∈ (a, b).

Primer 8. Posmatrajmo kvadratni trinom f(x) = ax2 + bx + c (a, b, c ∈ R;
a 6= 0). Poka�imo da ako je 5a + 3b + 2c = 0, onda su sve nule od f(x) realne.

Dovoǉno je pokazati da f(x) ima barem jednu realnu nulu. Videli smo
ranije da su svi polinomi neprekidne funkcije, pa je i f(x) takva funkcija.
Primetimo da je f(1) + f(2) = 5a + 3b + 2c = 0. Ako je f(1) = 0 ili f(2) = 0,
onda nax kvadratni trinom ima realne nule. Znaqi, mo�emo pretpostaviti da
je f(1) 6= 0 i f(2) 6= 0. Ali tada iz f(1) + f(2) = 0 sledi da je f(1)f(2) < 0, pa iz
prethodne posledice Bolcano-Koxijeve teoreme dobijamo da f(x) ima obavezno
jednu realnu nulu na intervalu (1, 2).¤

Posledica 4. Ako je funkcija f neprekidna na intervalu [a, b],
onda je ona na ǌemu ograniqena i f([a, b]) = [m,M ], gde je m = inf [a,b] f
i M = sup[a,b] f .

Dokaz. Ograniqenost funkcije f na [a, b] sledi direktno iz Va-
jerxtrasove teoreme. Tako�e, iz Vajerxtrasove teoreme sledi
da postoje a1 i b1 iz [a, b] takvi da je f(a1) = m i f(b1) = M . Bez
ograniqeǌa opxtosti mo�emo pretpostaviti da je a1 < b1. Tada iz
Bolcano-Koxijeve teoreme dobijamo da za svako c, m < c < M , pos-
toji x ∈ (a1, b1) takvo da je c = f(x), pa je zaista f([a, b]) = [m,M ]. ¤

Za realne funkcije realne promenǉive uopxtimo pojam in-
verzne funkcije. Neka je f : X → R, X ⊆ R, injektivna realna
funkcija realne promenǉive, i neka je Y = f(X). Funkciju iz Y
u R, koja f(x) slika u x za svako x ∈ X, a koja oqigledno postoji,
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zovemo inverznom funkcijom funkcije f i oznaqavamo je sa f−1.
Poka�imo sada jednu teoremu za strogo monotone realne funkcije
realne promenǉive.

Lema 1. Ako funkcija f : X → R, X ⊆ R, strogo raste [opada ]
na X, onda postoji ǌena inverzna funkcija f−1 i ona strogo raste
[opada ] na Y = f(X).

Dokaz. Funcija f−1 postoji, jer je funkcija f ′ : X → Y , gde
je f ′(x) = f(x) za svako x ∈ X, bijekcija. Posmatrajmo sluqaj
kada je f(x) strogo rastu�a funkcija (analogno se razmatra i
sluqaj strogo opadaju�e funkcije). Treba pokazati da je funkcija
f−1 : Y → R strogo rastu�a. Uzmimo proizvoǉno y1, y2 ∈ Y i neka
je y1 < y2. Neka su x1, x2 ∈ X takvi da je f(x1) = y1 i f(x2) = y2.
Tada je x1 = f−1(y1) i x2 = f−1(y2). Ako pretpostavimo da je
x2 ≤ x1, onda iz qiǌenice da je f(x) strogo rastu�a imamo da je
y2 = f(x2) ≤ y1 = f(x1), xto je nemogu�e. Dakle, imamo da je

f−1(y1) = x1 < x2 = f−1(y2),

xto je i trebalo da se poka�e.¤
Teorema 7. Ako funkcija f : [a, b] → R strogo raste [opada ] i

neprekidna je na [a, b], tada funkcija f−1 strogo raste [opada ] i ne-
prekidna je na intervalu [f(a), f(b)] [f(b), f(a)].

Dokaz. Razmotrimo sluqaj kada funkcija f : [a, b] → R strogo
raste. Iz posledice 4 i leme 1 sledi da treba pokazati jox
samo da je funkcija f−1 : [f(a), f(b)] → R neprekidna. Uzmimo
proizvoǉnu unutraxǌu taqku y0 intervala [f(a), f(b)] (sluqaj kada
je y0 = f(a) ili y0 = f(b) razmatramo sliqno). Tada je i taqka x0 =
f−1(y0) unutraxǌa taqka intervala [a, b]. Uzmimo proizvoǉno
ε > 0. Bez ograniqeǌa opxtosti mo�emo pretpostaviti da za
izabrano ε va�i (x0 − ε, x0 + ε) ⊂ [a, b]. Tada je

f(a) ≤ f(x0 − ε) < y0 = f(x0) < f(x0 + ε) ≤ f(b),

pa postoji δ-okolina taqke y0 za koju va�i da je

(y0 − δ, y0 + δ) ⊆ (f(x0 − ε), f(x0 + ε)).
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Iz posledǌeg sledi da je

f−1[(y0 − δ, y0 + δ)] ⊆ (x0 − ε, x0 + ε),

pa je funkcija f−1 neprekidna u taqki y0. ¤

1.5. Uniformna neprekidnost

Funkcija f : X → Y je uniformno neprekidna ako je

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ X)(∀x′ ∈ X) dX(x, x′) < δ ⇒ dY (f(x), f(x′)) < ε.

Podsetimo se da je funkcija f : X → Y neprekidna, ako je nepre-
kidna u svakoj taqki x iz X, tj. ako va�i formula

(∀x ∈ X)(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x′ ∈ X) dX(x, x′) < δ ⇒ dY (f(x), f(x′)) < ε,

koja se iz prethodne formule dobija tako xto se tre�i po redu
kvantifikator prebaci na prvo mesto. Upore�uju�i posledǌe dve
formule sada nije texko do�i do slede�eg zakǉuqka.

Teorema 8. Ako je funkcija uniformno neprekidna, onda je ona i
neprekidna.

Primetimo da se posledǌe dve formule dosta razlikuju, jer
u prvoj od ǌih δ zavisi samo od ε, a u drugoj i od ε i od x.
Ova razlika je suxtinska i za posledicu ima da tvr�eǌe obr-
nuto tvr�eǌu teoreme 8 ne va�i, tj. iz neprekidnosti ne sledi
uniformna neprekidnost. Da je to zaista tako pokazuje slede�i
primer.

Primer 9. Posmatrajmo funkciju f : R\{0} → R, f(x) = 1/x. Uzmimo
niz xn = 1/n. Kako (1/n) → 0, to je niz (1/n) Koxijev, pa va�i

(∀δ > 0)(∃n0 ∈ N)(∀m, n ∈ N) m,n ≥ n0 ⇒
∣∣∣∣
1
m
− 1

n

∣∣∣∣ < δ. (1)

Poka�imo da funkcija f nije uniformno neprekidna, tj. da je formula

(∃ε > 0)(∀δ > 0)(∃x, x′ ∈ X) dX(x, x′) < δ ∧ dY (f(x), f(x′)) ≥ ε
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taqna. Poka�imo da je ona taqna za ε = 1. Uzmimo proizvoǉno δ > 0.
Tada iz (1) sledi da postoje m i n, m 6= n, tako da za vrednosti x1 = 1/m

i x2 = 1/n va�i |x1 − x2| =
∣∣∣∣
1
m
− 1

n

∣∣∣∣ < δ i |f(x1)− f(x2)| = |m− n| ≥ 1.¤

Za funkciju f : X → Y ka�emo da je uniformno neprekidna na
skupu E, gde je E ⊆ X, ako je restrikcija f |E funkcije f na skup
E uniformno neprekidna.

Podskup A metriqkog prostora X je kompaktan ako se iz svakog
niza u A mo�e izdvojiti podniz koji konvergira u A, tj. konver-
gira ka nekoj taqki iz A. Slede�a teorema daje va�an kriterijum
za utvr�ivaǌe kompaktnosti skupova u prostoru Rn.

Teorema 9. Skup F u prostoru Rn je kompaktan akko je ograni-
qen i zatvoren u ǌemu.

Dokaz. Pretpostavimo da je F kompaktan i neograniqen u Rn.
Uzmimo proizvoǉno x0 ∈ Rn. Kako je skup F neograniqen, to je
F\U(x0, n) neprazan skup za svako n ∈ N. Za svako n ∈ N izabe-
rimo xn ∈ F\U(x0, n). Niz (xn) le�i u kompaktnom skupu F , pa
postoji taqka nagomilavaǌa y0 ∈ F ovog niza. Oqigledno da za
dovoǉno veliko n0 va�i y0 ∈ U(x0, n0), pa u okolini U(x0, n0) le�i
beskonaqno mnogo qlanova niza (xn), xto je nemogu�e. Iz dobijene
kontradikcije sledi da ako je F kompaktan, onda je on ograniqen.

Pretpostavimo sada da je F kompaktan i nije zatvoren u Rn.
Ali tada skup Rn\F nije otvoren, pa postoji taqka x0 ∈ Rn\F ,
takva, da je U(x0, 1/n) ∩ F 6= ∅ za svako n ∈ N. Za svako n ∈ N
izaberimo xn ∈ U(x0, 1/n)∩F . Niz (xn) konvergira ka taqki x0, pa
je ona ǌegova jedinstvena taqka nagomilavaǌa. Ovo je nemogu�e,
jer je x0 ∈ Rn\F , a F je kompaktan. Iz dobijene kontradikcije
sledi da iz kompaktnosti sledi zatvorenost skupa.

Poka�imo sada da iz uslova da je F zatvoren i ograniqen
sledi da je kompaktan. Uzmimo proizvoǉan niz (xn) iz F . Kako je
F ograniqen, to je i niz (xn) ograniqen, pa iz teoreme 23 glava
6, sledi da ima konvergentan podniz. Neka taj podniz konvergira
ka taqki x0. Taqka x0 je taqka nagomilavaǌa uzetog niza i ona
(vidi teoremu 4 iz glave 6) pripada skupu F . Dakle skup F je
kompaktan.¤

Poka�imo nekoliko tvr�eǌa koja se odnose na kompaktne skupove u
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metriqkom prostoru.

Teorema 10. Ako je funkcija f : E → Y podskupa E metriqkog prostora
(X, dX) u metriqki prostor (Y, dy) neprekidna i skup E je kompaktan u X,
tada je i skup f(E) kompaktan u Y .

Dokaz. Uzmimo proizvoǉan niz (yn) iz f(E). Uoqimo xn ∈ f−1(yn)
za svako n ∈ N. Niz (xn) le�i u kompaktnom skupu E, pa ima taqku
nagomilavaǌa x0 ∈ E. Neka je y0 = f(x0) ∈ f(E). Poka�imo da je y0

taqka nagomilavaǌa za (yn). Treba pokazati da va�i formula

(∀ε > 0)(∀n ∈ N)(∃n′ ∈ N) n′ > n ∧ dY (y0, yn′) < ε.

Uzmimo proizvoǉne ε0 > 0 i n0 ∈ N. Iz neprekidnosti funkcije f sledi
da postoji δ0 > 0 tako da va�i

f [U(x0, δ0)] ⊆ U(y0, ε0).

Kako je x0 taqka nagomilavaǌa za (xn), to postoji n′0 > n0 tako da je
xn′0 ∈ U(x0, δ0). Odavde dobijamo da yn′0 = f(xn′0) ∈ U(y0, ε0).¤

Teorema 11. [Vajerxtrasova teorema] Ako je funkcija f : E → R
neprekidna realna funkcija kompaktnog podskupa E metriqkog prostora
X, tada f dosti�e svoj maksimum i minimum.

Dokaz. Iz teoreme 10 sledi da je f(E) kompaktan u R. Sada iz teoreme
9 sledi da je f(E) ograniqen i zatvoren, pa iz teoreme 10 iz glave
5 sledi da postoje ymin = min f(E) i ymax = max f(E). Dakle, postoje
elementi xmin i xmax iz E takvi da je f(xmin) = ymin i f(xmax) = ymax.¤

Slede�a teorema tvrdi da ipak pod nekim “lepim” uslovima
va�i obrat teoreme 8.

Teorema 12. [Kantor] Ako je funkcija f neprekidna na kompakt-
nom podskupu E metriqkog prostora X, onda je ona i uniformno
neprekidna na E.

Dokaz. Pretpostavimo da to nije taqno, tj. postoji funkcija f :
E → Y , gde je E kompaktno, za koju va�i da postoji ε0 > 0 tako da
se za svako δ > 0 mogu na�i taqke x′δ, x

′′
δ ∈ E takve da je dX(x′δ, x

′′
δ ) <

δ, a da je pri tome dX(f(x′δ), f(x′′δ )) ≥ ε0. Uoqimo nizove x′n = x′δn

i x′′n = x′′δn
, gde je δn = 1/n za svako n ∈ N. Tada iz kompaktnosti

skupa E sledi da postoje podnizovi (x′nk
) i (x′′nk

) redom nizova (x′n)
i (x′′n) koji konvergiraju redom ka taqkama ξ i ξ′ iz E. Ali kako za
svako k va�i dX(x′nk

, x′′nk
)) < 1/nk, to je ξ = ξ′. Iz neprekidnosti
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funkcije f imamo da je (f(x′nk
)) → f(ξ) i (f(x′′nk

)) → f(ξ), a odavde
sledi da za vrednost ε0/2 postoji k0 takvo da za svako k ≥ k0

va�i da je dY (f(ξ), f(x′nk
)) < ε0/2 i dY (f(ξ), f(x′′nk

)) < ε0/2, pa je
dY (f(x′nk

), f(x′′nk
)) < ε0, xto je u kontradikciji sa pretpostavkom. ¤

Teorema 13. Ako je funkcija f : [a, b] → R neprekidna na [a, b],
onda je ona uniformno neprekidna na [a, b].

Dokaz. Interval [a, b] je zatvoren i ograniqen u R, pa je kom-
paktan (vidi teoremu 9). Sada iz prethodne teoreme sledi naxe
tvr�eǌe.¤
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